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1. (a) (0, 0, 0), (0, 1, 2), (3, 0, 2) noktalar�ndan geçen düzlemin denklemi 2x + 6y − 3z = 0
olur.
Piramidin xy-düzlemine izdü³ümü, kö³eleri (0, 0), (0, 1), (3, 0) olan üçgensel bölgedir.
B : {(x, y, z) : (x, y) ∈ B′, 1

3
(2x+ 6y) ≤ z ≤ 2}

B′ = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ 1
3
(3− x)} olur. Fubini Tip teoremimizden

m =

∫
B

x dV =

∫
B′

(∫ 2

1
3
(2x+6y)

x dz

)
dA =

∫ 3

0

∫ 1
3
(3−x)

0

x(2− 1
3
(2x+ 6y)) dy dx

Ayn� ³ekilde:

Mxz =

∫
B

xy dV =

∫
B′

(∫ 2

1
3
(2x+6y)

xy dz

)
dA =

∫ 3

0

∫ 1
3
(3−x)

0

xy(2− 1
3
(2x+ 6y)) dy dx

ve

ȳ =
Mxz

m
=

∫ 3

0

∫ 1
3
(3−x)

0
xy(2− 1

3
(2x+ 6y)) dy dx∫ 3

0

∫ 1
3
(3−x)

0
x(2− 1

3
(2x+ 6y)) dy dx

olur.

(b) (0, 0, 0), (0, 1, 3), (2, 0, 3) noktalar�ndan geçen düzlemin denklemi 3x + 6y − 2z = 0
olur.
Piramidin xy-düzlemine izdü³ümü, kö³eleri (0, 0), (0, 1), (2, 0) olan üçgensel bölgedir.
B : {(x, y, z) : (x, y) ∈ B′, 1

2
(3x+ 6y) ≤ z ≤ 3}

B′ = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1
2
(2− x)} olur. Fubini Tip teoremimizden

m =

∫
B

x dV =

∫
B′

(∫ 3

1
2
(3x+6y)

x dz

)
dA =

∫ 2

0

∫ 1
2
(2−x)

0

x(3− 1
2
(3x+ 6y)) dy dx

Ayn� ³ekilde:

Myz =

∫
B

xy dV =

∫
B′

(∫ 3

1
2
(3x+6y)

xy dz

)
dA =

∫ 2

0

∫ 1
2
(2−x)

0

xy(3− 1
2
(3x+ 6y)) dy dx

ve

x̄ =
Myz

m
=

∫ 2

0

∫ 1
2
(2−x)

0
xy(3− 1

2
(3x+ 6y)) dy dx∫ 2

0

∫ 1
2
(2−x)

0
x(3− 1

2
(3x+ 6y)) dy dx

olur.

(c) (2, 1, 0), (0, 1, 3), (2, 0, 3) noktalar�ndan geçen düzlemin denklemi: 3x + 6y + 2z = 12
dir.
Piramidin xy-düzlemine izdü³ümü, kö³eleri (2, 0), (0, 1), (2, 1) olan üçgensel bölgedir.
B : {(x, y, z) : (x, y) ∈ B′, 1

2
(12− 3x− 6y) ≤ z ≤ 3}

B′ = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 2, 1
2
(2− x) ≤ y ≤ 1} olur. Fubini Tip teoremimizden

m =

∫
B

x dV =

∫
B′

(∫ 3

1
2
(12−3x−6y)

x dz

)
dA =

∫ 1

0

∫ 1

1
2
(2−x)

x(3− 1
2
(12− 3x− 6y)) dy dx

Ayn� ³ekilde:

Myz =

∫
B

x2 dV =

∫
B′

(∫ 3

1
2
(12−3x−6y)

x2 dz

)
dA =

∫ 1

0

∫ 1

1
2
(2−x)

x2(3−1
2
(12−3x−6y)) dy dx

ve

x̄ =
Myz

m
=

∫ 1

0

∫ 1
1
2
(2−x) x

2(3− 1
2
(12− 3x− 6y)) dy dx∫ 1

0

∫ 1
1
2
(2−x) x(3− 1

2
(12− 3x− 6y)) dy dx

olur.
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2. (a) Kütle =
∫
B
µ dV =

∫
B

√
x2 + y2 dV dir.

z = 4 − x2 − 2y2 yüzeyi ile z = 4 + x2 − 4x yüzeyinin arakesit e§risinin xy-düzlemine
izdü³ümü (bu iki denklemden z yi yok ederek bulunan) x2+y2 = 2x e§risidir. B bölgesi
bu e§rinin içinin üzerinde kal�r. Bu bölgede, 4− x2 − 2y2 ≥ 4 + x2 − 4x olur.

B : {(x, y, z) : (x, y) ∈ B′, 4+x2−4x ≤ z ≤ 4−x2−2y2}, B′ = {(x, y) : x2 +y2 ≤ 2x}

Kutupsal koordinatlarda: B′ : −π
2
≤ θ ≤ π

2
, 0 ≤ r ≤ 2 cos θ olur.

Fubini tipi teoremimizden:

Kütle =

∫
B

√
x2 + y2 dV =

∫
B′

(∫ 4−x2−2y2

4+x2−4x

√
x2 + y2 dz

)
dA

=

∫
B′

√
x2 + y2

(
4− x2 − 2y2 − (4 + x2 − 4x)

)
dA =

∫
B′

√
x2 + y2

(
4x− 2x2 − 2y2

)
dA

=

∫ π
2

−π
2

∫ 2 cos θ

0

r(4r cos θ − 2r2) r dr dθ =

∫ π
2

−π
2

(
16

5
cos5 θ

)
dθ

=
32

5

∫ π
2

0

cos5 θ dθ
u=sin θ

=
32

5

∫ 1

0

(1− u2)2 du =
256

75

(b) Kütle =
∫
B
µ dV =

∫
B

√
x2 + y2 dV dir.

z = 4 − 2x2 − y2 yüzeyi ile z = 4 + y2 − 4y yüzeyinin arakesit e§risinin xy-düzlemine
izdü³ümü (bu iki denklemden z yi yok ederek bulunan) x2+y2 = 2y e§risidir. B bölgesi,
bu e§rinin içinin üzerinde kal�r. Bu bölgede, 4− 2x2 − y2 ≥ 4 + y2 − 4y olur.

B : {(x, y, z) : (x, y) ∈ B′, 4+y2−4y ≤ z ≤ 4−2x2−y2}, B′ = {(x, y) : x2 +y2 ≤ 2y}

olur. Kutupsal koordinatlarda: B′ : 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ r ≤ 2 sin θ olur.
Fubini tipi teoremimizden:

Kütle =

∫
B

√
x2 + y2 dV =

∫
B′

(∫ 4−2x2−y2

4+y2−4y

√
x2 + y2 dz

)
dA

=

∫
B′

√
x2 + y2

(
4− 2x2 − y2 − (4 + y2 − 4y)

)
dA =

∫
B′

√
x2 + y2

(
4y − 2x2 − 2y2

)
dA

=

∫ π

0

∫ 2 sin θ

0

r(4r sin θ − 2r2) r dr dθ =

∫ π

0

(
16

5
sin5 θ

)
dθ

=
16

5

∫ π

0

sin5 θ dθ
u=cos θ

=
16

5

∫ 1

−1
(1− u2)2 du =

256

75

(c) Kütle =
∫
B
µ dV =

∫
B

√
x2 + y2 dV dir.

x2 + y2 + z2 = 5 küresi ile z = 1 + x2 + y2 paraboloidi aras�nda kalan bölgenin xy-
düzlemine izdü³ümünü bulal�m. Bu iki denklemden z yi yok edece§iz:
x2 + y2 + (1 + x2 + y2)2 = 5, (x2 + y2)2 + 4(x2 + y2) − 5 = 0 dan x2 + y2 = 1 veya
x2 + y2 = −5 elde edilir ama ikinci çözüm imkans�zd�r. Öyleyse B bölgesinin izdü³ümü
x2 + y2 = 1 çemberi içinde kal�r (ayr�ca x, y ≥ 0 ko³ulu var).

B = {(x, y, z) : (x, y) ∈ B′, 1+x2+y2 ≤ z ≤
√

5− x2 − y2}, B′ = {(x, y) : x2+y2 ≤ 1, x, y ≥ 0}

olur. Kutupsal koordinatlarda: B′ : 0 ≤ θ ≤ π
2
, 0 ≤ r ≤ 1 olur.
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Fubini tipi teoremimizden:

Kütle =

∫
B

k dV =

∫
B′

(∫ √5−x2−y2

1+x2+y2
k dz

)
dA

= k

∫
B′

(√
5− x2 − y2 − (1 + x2 + y2)

)
dA = k

∫
B′

(√
5− x2 − y2 − 1− x2 − y2

)
dA

= k

∫ π
2

0

∫ 1

0

(
√

5− r2 − 1− r2) r dr dθ = k

∫ π
2

0

(
−1

2
r2 − 1

4
r4 − 1

3
(5− r2) 3

2

)∣∣∣1
0
dθ

= k

∫ π
2

0

(
5
√
5

3
− 41

12

)
dθ = kπ

(
5
√
5

6
− 41

24

)
3. (a) Kütle =

∫
B
x dV µ dV =

∫
B

√
x2 + y2 + z2 dV dir.

Küresel koordinatlarda, bu kürelerin denklemleri: ρ = 2 cosφ, ρ = 1 olur. Arakesitte
1 = 2 cosφ olu³undan (ve x ≥ 0 ko³ulundan):
B : {(ρ, φ, θ) : −π

2
≤ θ ≤ π

2
, 0 ≤ φ ≤ π

3
, 1 ≤ ρ ≤ 2 cosφ} oldu§u görülür. De§i³ken

De§i³tirme Formülü ve Fubini nin Teoreminden:

Kütle =

∫
B

√
x2 + y2 + z2 dV =

∫ π
2

−π
2

∫ π
3

0

∫ 2 cosφ

1

ρ (ρ2 sinφ) dρ dφ dθ

=

∫ π
2

−π
2

∫ π
3

0

(4 cos4 φ− 1
4
) sinφ dφ dθ

=

∫ π
2

−π
2

(
−4

5
cos5 φ+ 1

4
cosφ

)∣∣π3
0
dθ =

13π

20

(b) Kütle =
∫
B
x dV µ dV =

∫
B

√
x2 + y2 + z2 dV dir.

Küresel koordinatlarda, bu kürenin ve düzlemin denklemleri: ρ = 4 cosφ, ρ = 3 secφ
olur. Arakesitte cosφ =

√
3
2
, φ = π

6
olu³undan (ve y ≥ 0 ko³ulundan):

B : {(ρ, φ, θ) : 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ π
6
, 3 secφ ≤ ρ ≤ 4 cosφ} oldu§u görülür. De§i³ken

De§i³tirme Formülü ve Fubini nin Teoreminden:

Kütle =

∫
B

√
x2 + y2 + z2 dV =

∫ π

0

∫ π
6

0

∫ 4 cosφ

3 secφ

ρ (ρ2 sinφ) dρ dφ dθ

=

∫ π

0

∫ π
6

0

(64 cos4 φ− 81
4 cos4 φ

) sinφ dφ dθ

=

∫ π

0

(
−64

5
cos5 φ− 27

4 cos3 φ

)∣∣∣π6
0
dθ = π

(
391

20
− 48

√
3

5

)

3


