Kiiresel Geometri

R yaricaph bir kiire diiginelim. Bu ytizeyin tizerinde bir “geometri” olugturmak
miimkiin. Bu geometriye, “Kiiresel Geometri” denir. Fakat burada, “dogru”
kavramini yeniden diisiinmek gerekir. Kiire yiizeyinde bir dogru paracasi bile
cizilemez (ispati cok kolay). Oklid geometrisinde, dogrunun (tanim DEéiL)
en onemli ozelligi, iki nokta arasinda en kisa yol olmasi 6zelligini diigiinelim.

Kiire tizerinde de iki nokta arasinda en kisa egriye “dogru parcasi” diyelim.
Biraz diferansiyel geometri ile (daha ba-

sit bir yontemi de olabilir) kiire iizerindeki
biiyiik (yarigapi, kiireninki ile ayni olan)
gemberlerin  kisa yaylarinin, u¢ nok-
talar1 arasindaki en kisa yol oldugu
gosterilebiliyor. Iki nokta arasmmdaki
uzakligin en ¢ok mR oldugu (iki nokta
birbirinin zitt1 iken olur) agiktir. Fakat
segilen iki nokta birbirine zit ise (ve
yalnizca bu durumda) bu iki nokta
arasinda sonsuz tane boyle cember yayi

Kiiresel Geometride Dogru Pargasi vardir.
Buna en basit 6rnek (tam bir kiire oldugunu varsaydigimizda) diinyanin

kuzey ve giiney kutuplar1 ve bunlar1 birlegtiren meridyenlerdir. Bu durum ise
Oklid in (orinalinde degil ama daha sonraki gekli ile, genellikle “iki noktadan
tek bir dogru geger” seklinde ifade edilen) birinci postulatina aykiri olur.

Bu durumu soyle diizeltebiliriz:  zit
noktalar1 ayni nokta kabul etmek
(6zdeglestirmek). Bu bir denklik

bagmtisina (her nokta kendine ve zittina
denk) gore denklik smiflarima “nokta”
adim1 vererek c¢oziilebilir. Dogru olarak
da kiire iizerindeki biiyiik cemberlerin, zit
noktalar1 6zdeglegtirilmiy sekli (onlar da
bir ¢ember olugturuyor) olmak iizere bu
“nokta” lar kiimesi ve “dogrular” Oklid
in birinci postiilatini saglar.

Ama 2. ve 3. postiilatta yine bir sorunlarla karsilagiyoruz. Bunun ne-
deni yaricap1 R olan bir kiire iizerinde iki nokta arasinda uzaklik en ¢ok 7R
oldugu i¢in “dogru”lar istedigimiz kadar uzatamiyoruz, “dogru” (gember gibi
oldugundan) bagladigi noktaya geri déniiyor. Ayrica yaricapt 7R den uzun
bir gember ¢izmek de imkansiz, bu da (yarigapin say1 olarak diigiiniilmesi du-
rumunda) 3. postillamnta aykir1 (Yarigapin bir say1 degil bir “dogru pargas”
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olmasi durumunda da sorunlar ¢ikiyor). Ayrica, kiirede tiim biiyiik gemberler
kesistigi icin, paralel “dogru” da yoktur. Bu ashnda 5. postiilata tam olarak
ters diilgmez. (Ashinda kiiresel geometride bir “dogru” nun bir tarafi da an-
lamsizdir) Bu geometride Oklid geometrisindekine benzer ama farkh pek ¢ok
teorem vardir. Oklid geometrisinde su farklar1 gorebiliriz: dogru parcalarimm
uzunluklarinin,iiggenlerinin alanlarinin bir iist sinir1 vardir.

a+pf+y>7

Bu geometride iiggenlerin i¢ acilar
toplami daima iki dik agidan biiytiktiir.
Benzer (ama eg olmayan) ii¢gen yoktur,
Pisagor, sintis, kosiniis teoremleri benzer
ama biraz farkl bir gekilde dogrudur.
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Ornegin  bu  geometride 7
(r< %R olmak zorunda)

gevresi, elementer geometri ile (soldaki
sekle bakimz), 2m Rsin & olarak bulunur.
r yarigaph (r < 7 R) dairenin alani (Dénel

ylizey alani formiiliinden)
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/Rsmlr2 21V R? —x \/1 + (2\/@) dx =27 R*(1 — cos R).
Diger (Pisagor, siniis, kosiniis teoremleri, iiggenin alani formiilii) trigonometrik
formiiller, boliimiin internet sitesinde M'T 221 Geometriler dersinin notlar:
arasinda (http://matematik.cu.edu.tr/ddonmez/MT221/geometriler.pdf) bu-

lunabilir



