GEOMETRI NEDIR?

Bu soruya F. Klein in 1872 de “Erlangen Programi” adiyla bilinen yazisinda verdigi
ilging cevaptan soz edecegiz.

Once biraz cebir: X bir kiime olsun:
S(X)={f|f:X—X, 1—1 veorten }

kiimesini ve bu kiime iizerinde bilegke iglemini diigiinelim. S(X) in elemanlar1 X in
kendi igine (1-1 ve oOrten) doéntigiimleridir. Ozdeslik doniigiimii bu igleme gore birim
(etkisiz) eleman olur. Bu kiimenin her elemanimin (1-1 ve orten déntigiim oldugu
icin) bir ters doniigimi (ters eleman) vardir ve o da bu kiimenin bir elemanidir.
Ayrica doniigtimler arasindaki bilegke igleminin birlesme (asosiyatiflik) 6zelligine de
sahip oldugu i¢in, S(X) bir “grup” tur. S(X) grubuna, X in “Simetrilerinin Grubu”
(kisaca, simetri grubu) diyelim.

Bir grupta, bog olmayan, gruptaki islem altinda kapali olan ve her elemaninin ters
elemammni da igeren alt kiimelere “alt grup” denir. Alt gruplar da (ayni iglem ile) grup
aksiyomlarini saglar.

Simdi Klein in yaptigi geometri tanimini yazabiliriz:

Geometri; bir kume ve onun simetrilerinin bir G alt grubu ver-
ildiginde, bu grup altinda degismezlerin (invaryantlarin) ince-
lenmesidir.

(Ashinda, Klein, “kiime” yerine bazi teknik kogullar1 igeren, “manifold” sozciigiinii
kullanir ama biz bu farki 6nemsemeyecegiz )
Buradaki X in elemanlarina, geometrinin noktalari, G ye geometrinin grubu, G nin
elemanlarina geometrinin hareketleri (veya doniigiimleri) denir.

Asagida; Oklid, hiperbolik (Oklidyen olmayan), kiiresel ve projektif (diizlem) ge-
ometriler i¢in bu kiimeler ve bu gruplar belirtilmigtir:

Oklid (diizlem) geometrisi:
X = R? (koordinat diizlemi)
G= Diizlemin simetrilerinin; tiim 6telemeleri, tiim (bir nokta etrafinda) dénmeleri ve
tiim (bir dogruya gore) yansimalar igeren en kiigiik alt grubu. Bu grubun agagidaki
grup oldugu gosterilebilir ( (z,y)A matris ¢arpimi olmak tizere)

G={f|f:R*—=R? f(z,y) = (z,y)A+(a,b) olacak sekilde bir A € O(2) ve (a,b) € R? vardir.}

Bu tammda, O(2) = {A € My | AA" = I, (I, = 2 x 2 birim matris)} dir. O(2)
(matris garpimi iglemi ile) bir gruptur ve bu gruba, (2 x 2) ortogonal grup adi verilir.

Hiperbolik (diizlem) Geometri:
X ={z€C:Imz > 0} (Poincare nin iist yar1 diizlem modelini kullaniyoruz)
G : S(X) in z — —Z dOniigimiini ve z Zjis, (a,b,c,d € Rvead —bc = 1)
dontigiimlerinin tiimiini iceren en kii¢iik alt grubudur.

Kiiresel (diizlem) Geometri:
X : ¢ boyutlu uzaydaki birim kiireden, z1t noktalar1 6zdeglestirerek, olugturan boliim
(denklik simflarinin) kiimesi.
G =0(3) = {A € Ms,3 | AA' = I (I; = 3 x 3 birim matris)} (U¢ boyutlu uzaym
ortogonal grubu)



Bu ii¢ geometri de “metrik” geometridir: daha once tamimladigimiz uzakhk, G
tarafindan “korunur”: VP,Q € X, Vg € G i¢in d(g(P), g9(Q)) = d(P, Q) saglanir.

Projektif (diizlem) Geometri:
X =RP?=2MA (4 ~ v & u = v olacak sekilde bir A € R\ {0} vardir )
G={T|T:R>— R3 lineer ve tersinir} (T :RP? — RP? T([v]) = [Tv])
(G; GL3(R) = {A € Mjys3|det A # 0} (garpimsal) grubunun bir bélim grubudur:
GL3;(R) — G; T — T orten bir homomorfizmadir.)

Bu geometrilerin tiimiinde ( o geometri i¢in tammlanan) dogrular, o geometrinin
grubu tarafindan “korunur”: her g € G ve her ¢ dogrusu icin g(¢) = {g(P) : P € (}
kiimesi (o geometride) bir dogrudur.

Son Not:
Kiiresel ve projektif geometrinin noktalar:1 arasinda, dogrulari da dogrulara esleyen,
dogal bir esleme vardir. Yani kiiresel ve projektif geometrinin nokta ve dogrulari
“aymdir” | sadece gruplari farklidir, Projektif geometrinin grubu daha biiytiktiir, kiiresel
geometrinin grubunu igerir. (Bu eglemeyi bulunuz!)



