Kompleks fonksiyonlarin tiirevlenebilmesi icin bir gerek ve yeter kosul

(ve ispati):

Teorem: f(z) = f(z + 1y) = u(z,y) +iv(z,y) (z,y € R) kompleks fonksiyonu
bir zp = a + b (a,b € R) noktasi merkezli bir dairede taniml olsun.

O zaman agagidakiler esdegerdir:
1. f(2) fonksiyonu, zy noktasinda tiirevlenebilirdir ve f’(zg) = u,(a,b) + i v,.(a,b) olur

2. i) u ve v fonksiyonlar (her ikisi de) (a,b) noktasinda diferansiyellenebilirdir ve
i) uz(a,b) =vy(a,b) ve uy(a,b) = —v,(a,b) saglanir (Cauchy - Riemann Kogullar:)
Ispat: Yazma kolaylig: icin (herhangi A, B € R icin),
_u(a+h,b+k)—u(a,b) — Ah+ Bk Vo v(a+ h,b+k)—wv(a,b) — Bh— Ak
Vh? 4 k2 Vh?+ k?
Once, 2 = 1 yoniini ispatlayalim.
A =u,(a,b) =vy(a,b), B = —uy(a,b) =v,(a,b) aindiginda
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diyelim

—(A+iB )> = 0 oldugunu gostermek yeterlidir.
zo=a+1ib, z—2y=h+ik (h,k € R) olmak tizere

f(z) = f(20) (At Bi) = (u(a—i—h,b—l—k)—u(a,b))—i—lj(v(a—i—h,b—l—k)—U(a,b))
Z— 2 h + 1k
_ ((w(a+ h,b+k) —u(a,b)) +i(v(a+ h,b+ k) —v(a,b))) (h —ik) (A+iB)
h? + k?
((u(a+ h,b+ k) —u(a,b)) +i(v(a+ h,b+ k) — v(a,b))) (h —ik) — (h* + k*)(A + iB)
h* + k2
{u(a+h,b+k)—u(a,b)—Ahh+v(a+h,b+k)—v(a,b)—Ak k}
h* + k2 h* + k2
L {v(a—i—h,b—i—k)—v(a,b)—th_ u(a+ h,b+ k) —u(a,b) + Bk k}
h? + k2 h* + k2
_ {u(a—i—h,b—l—k)—u(a,b)—Ah—l—Bkh+v(a+h,b—|—k)—v(a,b)—Bh—AkJ k}
h? + k2 h? + k2
L {v(a+h,b—|—k‘)—v(a,b)—Bh—Akh_u(a—kh,b—l—k:)—u(a,b)—Ah—FBk: k:}
h2 + k2 h2 + k2

— (A+iB)
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Kompleks fonksiyonlarin limitleri ile ilgili teoremden dolay1, son satirdaki 4 terimin herbirinin
((h,k) — (0,0) iken) limitinin 0 oldugunu goéstermek yeterlidir.

Bunlarin gosterilisi hemen hemen aynidir. Birinci limitin 0 oldugunu gosterelim:

V(h, k) icin |h| = VA2 < VB2 + k2 oldugundan (V(h, k) # (0,0) icin) % < 1 olur

w nun (a,b) de diferansiyellenebilir (ve u,(a,b) = A, u,(a,b) = —B) olugundan:

lim U =0 Dolaysiyla lim |U]=0
(hyk)—(0,0) (hyk)—(0,0)



olur. V(h, k) # (0,0) igin:

< v—" <y
VRZ+ k2
oldugundan, Sikigtirma Teoreminden
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elde edilir. Diger ii¢ limitin de 0 olusu benzer sekilde gosterilir.
1 = 2 yoni:
f'(z0) = A+iB (A,B € R) olsun.

Bu A, B sayilan ile, yukarida tammmladigimiz U ve V i¢in

lim U=0ve lim V =0 oldugunu gosterecegiz.
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0)

f'(z0) = A+iB kabuliimiizden, Kompleks fonksiyonlarmn limitleri ile ilgili teoremden dolay,

(ispatin ilk kismindaki iglemlerden),

= 0 elde edilir.
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lim ——— | =0 ve
(h.k)— 00)( \/h2+k2 \/h2+k2> v (h,k)— ( \/h2+k2 \/h2+k:2)

Limiti alinan fonksiyonlarin kareleri alinip taraf tarafa toplandiginda, limit teoremlerinden:

lim (U?+V?) =0 buradanda  lim U2+ V2 =0 elde edilir.
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0)

Bunu ve —vU2+4+V2 < U < VU?24+ V2, —U?+ V2 <V < U?+ V? egitsizliklerini ve

Sikigtirma Teoremi kullanarak, kolayca

m U=0ve lim V =0 elde edilir.
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0)

Bu limitlerin 0 olusundan, u,(a,b) = A = vy(a,b), uy(a,b) = —B = —v,(a,b) olur. W

Iki gercel degiskenli fonksiyonlarm diferensiyellebildigini géstermek icin genellikle, ispat1 bazi

analiz kitaplarinda bulunabilen, agagidaki teoremden yararlanilir:

Teorem: Bir u(z,y) (iki gercel degigkenli) fonksiyonu ve bir (a,b) € R? noktasi verilsin.
Eger:

i) u; (a,b) merkezli bir dairenin her noktasinda kismi tiirevlere sahip
i) u, ve uy, (a,b) noktasinda siirekli

ise

u, (a,b) noktasinda diferensiyellenebilirdir.

Not: Bu teoremdeki hipotez, diferansiyellenebilme icin yeterli bir koguldur, gerekli degildir.

Yukaridaki teoremler birlikte kullanildiginda, ¢ogu Kompleks Analiz kitabinda (bazan is-

patsiz olarak) bulunan tiirevlenebilme i¢in yeter kogullar elde edilir.



