MT332 Reel Analiz-Problemler

1. I =[ab]vef: 1 - R fonksiyonu monoton ise f nin | da integrallenebilir oldugunu
gosteriniz.

2. I =[a,b]vef: 1 > R fonksiyonu siirekli ise f nin | da integrallenebilir oldugunu
gosteriniz.

3. f,1 =[a,b] de smirli ve herhangi bir ¢ € (a,b) i¢inf, [c,b] de integrallenebilir bir
fonksiyon olsun. fnin | = [a,b] de integrallenebilir ve

ARSIV
oldugunu gosteriniz.

4. f,1 = [a,b] de sinirh ve herhangi bir ¢ € (a,b) i¢inf, [a,c] de integrallenebilir bir
fonksiyon olsun. f nin | = [a,b] de integrallenebilir ve

lim f_jf

oldugunu gdsteriniz.

5. I =[a,b] vef,g,h : I > R smirh fonksiyonlar olsun. f ve h fonksiyonlari | da
integrallenebilir ve her x € | i¢in f < g < h olsunlar. Eger

A:j:f:j:h

ise o zaman @ nin de | da integrallanebilir ve A = I : g oldugunu gosterin.

6. | =[a,b]vef: |- R siirekli bir fonksiyon ve her x € | igin f(x) > 0 olsun. Eger
_[ af = 0 ise her X € | i¢in f(X) = 0 oldugunu gosteriniz.

7. I =[a,b]vef: |- Rsiirekli bir fonksiyon, | araliginda integrallenebilir her g
fonks1y0nu icin f fg = 0 ise her x € | igin f(X) = 0 oldugunu gosteriniz.

o

a>0,J=[-aa], f:J - Rbirsinrh fonksiyon ve ¢ *, J "nin sifir1 igeren tiim
simetrik P parcalaniglarinin kiimesi olsun.(Yani X € P & —Xx € P)

a. L(f) = sup{L(P,f) : P € o *} oldugunu gosteriniz.
b. fnin integrallenebilir ve ¢ift fonksiyon ise (a) y1 kullanarak

a a
f=21|f
IREEI
oldugunu gdsterin.
C. fnin integrallenebilir ve tek fonksiyon ise (a) y1 kullanarak

a
[ =0
-a
oldugunu gosterin
9. f, I = [a,b] de integrallenebilir ve her X € [a,b] igin 0 <m < f(x) < M saglaniyorsa

m<(b1 J'f2) <M

oldugunu gosteriniz. (Burada m, f nin [a,b] deki mutlak minimumu ve M, f nin [a,b]
deki mutlak maksimumudur.)

10. f: 1 =[a,b] » Rsiirekli ve her X € | igin 0 < f(X) olsun. Bir ¢ € | igin

f(c) = (ﬁ j :fz(x)dx) :



oldugunu gosteriniz. (Burada m, f nin [a,b] deki mutlak minimumu ve M, f nin [a,b]
deki mutlak maksimumudur.)
11. g : I = [a,b] - R siirekli bir fonksiyon olsun. Bir K > 0 olmak {izere her x € | igin

9001 < K [ g0old

oluyorsa her X € | i¢in g(X) = 0 oldugunu gosteriniz.
12. f,g : | = [a,b] - R siirekli fonksiyonlar ve

j:f(x)dx = j: g(x)dx

ise bir ¢ € | igin f(c) = g(c) oldugunu gosteriniz.

13. f: [a,b] - [c,d] kesin monoton artan bir fonksiyon ve f(a) = ¢,f(b) = d ve
g : [c,d] — [a,b] fonksiyonu f nin tersi olsun.olsun. [a,b] nin bir
P:a=t) <t <..<ty=bparcalanisi i¢in

Pf = {f(to)of(tl )a e ,f(tn)}
koyalim. Asagidaki 6nermeleri kanitlayiniz.
a. P, [c,d] nin bir parg¢alanisidir.
b. U(f;P) + L(g,Ps) = db —ca ve L(f;P) + U(g,Ps) = db — ca dir.
c. UP)+[ g>db—ca>L(EP) + [ gdir.
b d
d. [ f+] g=db-cadr
14. f: 1 = [a,b] » R siirekli tiirevi olan bir fonksiyon ise
b
lkim f(x) coskxdx = 0
—00 a

oldugunu gosteriniz. (Bu soruda siirekli tiirevi olan yerine integrallenebilir de

denilebilirdi.)
15. Bir [a,b] araliginda tanimli iki sinirli f ve g fonksiyonlar1 her X € [a,b] igin

f(x) < g(x) esitsizligini saglasin.

a. P:a=tyt,....,ty = b, [a,b] nin bir pargalanis1 ise U(f,P) < U(g,P) oldugunu
gosteriniz.

b. (@) esitsizliginden faydalanarak U(f) < U(g) oldugunu gosteriniz.

16. P : a = Xo,X1,X2,...,Xn = b, | = [@,b] nin bir pargalanisi ve f, | da integrallenebilir

bir fonksiyon ise
b n Xk
f= f
L2l
oldugunu gosterin.

17. f,g 1 = [a,b] de integrallenebilir fonksiyonlar ve h(x) = max<{f(x),g(x)} ve
k(x) = min{f(x),g(x)} olsun. h ve k fonksiyonlarinin da | da integrallenebilir oldugunu

gosteriniz.
18. | = [a,b] vef : | - R integrallenebilir bir fonksiyon ve her X € [a,b] i¢in
[f(x)] < K € R olsun. Her X,y € [a,b] i¢in
(f00)* = (f())? < 2K[f(x) - f(y)|
esitsizligini kullanarak f? nin integrallenebilir oldugunu gosteriniz.
19. f: 1 =[0,0) - Rsiirekli ve X > 0 ise f(x) # 0 olsun. Her x > 0 i¢in



(x)> =2 “f(x)dx
0

oluyorsa her X > 0 i¢in f(X) = X oldugunu gosteriniz.
20. | = [a,b] ve ¢ € | alalim. P ile | nin tiim pargalaniglarini ve P ile ¢ noktasini igeren
pargalaniglarini gosterelim. f : | - R sinirli bir fonksiyon ise

L(f) = sup{L(P,f) : P € P¢}
oldugunu gdsterin.
21. | = [a,b]vef : | > R integrallenebilir bir fonksiyon ve her X,y € [a,b] i¢in
[FCO] = IfWII < [FC) - f(y)|
oldugunu dikkate alarak |f| nin [a,b] de integrallenebilir oldugunu gosteriniz.

22. f, 1 = [a,b] de integrallenebilir ve ¢ € R olsun. Eger hery € [a+ c,b + ] i¢in
g(y) = f(y — c¢) ise g nin [a + C,b + ¢] de integrallenebilir ve

b+c b
a+c g B J.af
oldugunu gosterin.
23. h:[0,1] - R, h(x) > 0 integrallenebilen fakat %, [0,1] de integrallenemeyen bir
h(x) fonksiyonuna 6rnek veriniz.
24. f: 1 = [a,b] - R siirekli bir fonksiyon olsun. H fonksiyonu H : [a,b] - R, her
Xxel, Hx) = I :folarak tanimlansin. H fonksiyonunun tiirevini bulunuz
25. | =[a,b],f: | > Rsiirekli fonksiyon, J = [c,d], u, v : [c,d] - [a,b] iki
tiirevlenebilir fonksiyon olsunlar. G fonksiyonuda G : J - R,
G = | "
u(x)
olarak tanimlansin. Her X € J i¢in
G (%) = fF(VO)V' (%) = Fu))u'(x)
oldugunu ispatlayiniz.
26. f:[0,1] - R siirekli ve her x € | igin

KRN

olsun. o zaman f = 0 oldugunu gosteriniz.

27,
0 —1<x<0
f(x)—{ TS XS

1 ,0<x<1
F(x) = j;f,x € [-1,1] olsun.

a. F(x)ibulunuz.
b. F'(0) m mevcut olup olmadigini arastiriniz.
28. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

a. j(l)x\/1+x2dx =9

1 X _
b. [ sdx="2

4 J1+1
= Q
C. jl Tt =




4
d. J.l t(t+4) =7

S 1 o
e. j]tm—.
29.

1 ,0<x<1
f(x) =
2x—1 ,1 <x<2

ve F(X) = IZf X € [0,2] olsun.

a. F(x)ibulunuz.

b. F'(1) in meveut olup olmadigini arastiriniz.

c. Mevcut oldugu noktalarda F'(x) i hesaplayimiz.

30. Asagidaki F : [0,1] — R fonksiyonlarinin tiirevlerini bulunuz.
a. F(x) = IZ sint?dt

b. F(x) = [, sint?dt
Foo = [F o

1+t3

: (0,0) - R fonksiyonunu L(X) = j.)l( % olarak tanimlayalim.

31.

L'(X) = + > 0 oldugunu gosteriniz.
X,y € (0,0) ise L(Xy) = L(x) + L(y) oldugunu gosteriniz.
ne N, x> 0ise L(x") = nL(X) oldugunu gdsteriniz.
: R — R siirekli ve @ > 0 olduguna gore X € R i¢in
X+a
900 = | fo)dx
X—a
olarak tanimlanan g(X) fonksiyonunun tiirevini bulunuz.
. n T - . o .
33. limpoo Zk:l ﬁ = £ oldugunu gosteriniz.
34. Asagidaki limitleri hesaplayiniz.
a. limp.e # Z:Zl k7
b. limp.. + >, sin ¥

. n K
C. hmn%o Zk:] FonE)
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