
GENELLEŞTİRİLMİŞ STOKES TEOREMİNİN İSPATI
Doğan DÖNMEZ

Önce, teoremin özel bir durumda doğru olduğunu ispatlayacağız. Genel durum daha sonra ispatlanacaktır.

ÖZEL DURUM:

ı : Ik → Rk, ı(t1, t2, . . . , tk) = (t1, t2, . . . , tk) (Kısaca xi = ti (i = 1, 2, . . . , k)) olsun.
f(x1, x2, . . . , xk), (tüm kısmi türevleri sürekli olan) k değişkenli bir fonksiyon olmak üzere:

ω = f(x1, x2, . . . , xk) dx1 ∧ · · · ∧ d̂xj ∧ · · · ∧ dxk (̂ (şapka) işareti o terimin var olmadığını gösteriyor)

olsun.

dω = (df) ∧ dx1 ∧ · · · ∧ d̂xj ∧ · · · ∧ dxk

=

(
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 + · · ·+ ∂f

∂xk
dxk

)
∧ dx1 ∧ · · · ∧ d̂xj ∧ · · · ∧ dxk

=
∂f

∂xj
dxj ∧ (dx1 ∧ · · · ∧ d̂xj ∧ · · · ∧ dxk)

= (−1)j−1
∂f

∂xj
dx1 ∧ · · · ∧ dxk

olur. (Bu ı için)
∂(f ◦ı)

∂tj
=

∂f

∂xj
◦ı olduğundan

ı∗(dω) = (−1)j−1
(
∂f

∂xj
◦ı

)
dt1 ∧ · · · ∧ dtk = (−1)j−1

∂(f ◦ı)

∂tj
dt1 ∧ · · · ∧ dtk

Bunun sonucunda φk(ı
∗(dω)) = (−1)j−1

∂(f ◦ı)

∂tj

olur. Diferansiyel-İntegral Hesabın Temel Teoreminden:

∫ 1

0

∂(f ◦ı)

∂tj
(t1, . . . , tj, . . . , tk) dtj = (f ◦ı)(t1, . . . , 1, . . . , tk)− (f ◦ı)(t1, . . . , 0, . . . , tk)

= f(t1, . . . , 1, . . . , tk)− f(t1, . . . , 0, . . . , tk)

olur. Ardışık integrali hesaplarken (sınırlar sabit olduğu için istediğimiz sırada hesaplayabiliriz) önce tj
değişkenine göre integral alınırsa:∫

ı

dω = (−1)j−1
∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

∂(f ◦ı)

∂tj
(t1, . . . , tj, . . . , tk) dt1 · · · dtk

= (−1)j−1
∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

(∫ 1

0

∂(f ◦ı)

∂tj
(t1, . . . , tj, . . . , tk) dtj

)
dt1 · · · d̂tj · · · dtk

= (−1)j−1
∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

(f(t1, .., tj−1, 1, tj+1, .., tk)− f(t1, .., tj−1, 0, tj+1, .., tk)) dt1 · · · d̂tj · · · dtk
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olur.

∂ı =
k∑
i=1

(−1)i−1
(
ı1i − ı0i

)
ve ıεi(t1, . . . , tk−1) = ı(t1, . . . , ti−1, ε, ti, . . . , tk−1) = (t1, . . . , ti−1, ε, ti, . . . , tk−1)

(ε = 0, 1)

Bunun sonucunda (xi sabit iken dxi = 0 olduğundan) (ıεi)
∗ ω =

{
0 i 6= j

f(t1, . . . , ε, . . . , tk−1) dt1 ∧ · · · ∧ dtk−1 i = j

(ε = 0, 1) olur. Dolayısıyla,∫
∂ı

ω =
k∑
i=1

(−1)i−1

(∫
ı1i

ω −
∫
ı0i

ω

)
=

k∑
i=1

(−1)i−1
(∫

Ik−1

(ı1i )
∗(ω)−

∫
Ik−1

(ı0i )
∗(ω)

)
= (−1)j−1

(∫
ı1j

ω −
∫
ı0j

ω

)

= (−1)j−1
∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

(f(t1, · · · , tj−1, 1, tj, · · · , tk−1)− f(t1, · · · , tj−1, 0, tj, · · · , tk−1)) dt1 · · · dtk−1

= (−1)j−1
∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

(f(t1, · · · , tj−1, 1, tj+1, · · · , tk)− f(t1, · · · , tj−1, 0, tj+1, · · · , tk)) dt1 · · · d̂tj · · · dtk

=

∫
ı

dω

olur.
(Tanımından görüldüğü gibi)

∫
∂ı

(ω1 +ω2) =
∫
∂ı
ω1 +

∫
∂ı
ω2 ve

∫
ı
d(ω1 +ω2) =

∫
ı
dω1 +

∫
ı
dω2 olduğundan

ω′, çok terimli (bileşenlerinin kısmi türevleri sürekli) bir (k − 1) form olduğunda da, yine∫
∂ı

ω′ =

∫
ı

dω′ (1)

olur.

GENEL DURUM:

σ : Ik → Rm bir singüler k-simpleks; ω, Rm de, tüm bileşenlerinin tüm kısmi türevleri sürekli olan, bir
k − 1 form olsun. (ı yukarıdaki k-simpleks olmak üzere) σ = σ◦ı olduğu aşikardır. ω′ = σ∗ω olsun.
ω′ ∈ Ωk−1(Rk) dır. Problemlerdeki d(σ∗ω) = σ∗(dω) ve (aşikar olan) (σ◦ı)∗ = ı∗◦σ∗ eşitliklerini kulanılarak∫

σ

dω =

∫
Ik
φk(σ

∗ω) =

∫
Ik
φk((σ◦ı)

∗(dω)) =

∫
Ik
φk(ı

∗(σ∗(dω))) =

∫
Ik
φk(ı

∗(d(σ∗ω)))

=

∫
Ik
φk(ı

∗(dω′)) =

∫
ı

dω′ (2)

bulunur. Her 1 ≤ i ≤ k ve ε = 0, 1 için σεi = σ◦ıεi olduğu (tanımlarından) görülür. Bu nedenle, yukarıda
gösterildiği gibi, her 1 ≤ i ≤ k ve ε = 0, 1 için∫

σεi

ω =

∫
Ik−1

φk−1((σ◦ı
ε
i)
∗ω) =

∫
Ik−1

φk−1((ı
ε
i)
∗(σ∗ω)) =

∫
ıεi

σ∗ω =

∫
ıεi

ω′

olur. Bundan dolayı∫
∂σ

ω =
k∑
i=1

(−1)i−1

(∫
σ1
i

ω −
∫
σ0
i

ω

)
=

k∑
i=1

(−1)i−1

(∫
ı1i

ω′ −
∫
ı0i

ω′

)
=

∫
∂ı

ω′ (3)
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elde edilir. (ω′ ın bileşenlerinin kısmı türevleri sürekli olduğu için) (1), (2) ve (3) eşitliklerinden:∫
σ

dω =

∫
∂σ

ω

olduğunun ispatı tamamlanmış olur.
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