DIFERANSIYEL FORMLAR ILE ILGILi IKI ESITLIGIN ISPATI
Dogan DONMEZ

Teorem 1: (U, R" nin agik alt kiimesi olmak tizere) Her w € QF(U) ve her A € QY(U) ve her piiriizsiiz
F:R™— R"igin F*(wAX) = F*(w) A F*(X) olur.

ispat:
R™ deki koordinatlari ¢y, ta, . . ., t,, ile, R™ deki koordinatlar (x1, o, . . ., x,) ile gosterecegiz. F = (f1, fa, ..., [n)
olsun (yani F(tl, to, ... 7tm) = (fl(tl,tg, e ,tm); fg(tl, to, . .. 7tm>7 ce fn(tl,t27 e ,tm))) olsun. (Daha da
kisa olarak x; = f;(t1,t2,...,tm) (j =1,2,...,n))

Once iddiay1 w = gdz;, Adzi, A--- A dx;, ve A= hdx; Ndxj, \--- N\ dzj iken ispatlayalim.

F*(wAX) = F*(ghdx;, Ndxy, A --- Ndzg, ANdzj, A--- Adxy)
= (gh)oF df;; Ndfi, N--- Ndfi, Ndfs, A--- Ndfj,
(gh)oF = (goF)(hoF") oldugu kolayca goriiliir
= (goF)(hoF) dfi, Ndfi, N+ Ndfs, Ndfj, N - Ndfj,
= (F"w) A (F7A)

Genel durum, bu 6zel durumdan, A garpimini toplama iizerine dagilma 6zelligi ve (tanimindan goérildiigi
gibi) F* (Diferansiyel formlarin geri gekilmesi) isleminin lineer olugundan, agagidaki gibi, kolayca elde edilir:

w=Y w, A=Y A (her biri tek terimli) olsun

i=1 j=1
F*(wAX) (Z Z wi A A > (A garpiminin toplama iizerine dagima ozelliginden)
i=1 j=1
= Z Z F*(w; AAj)  (F™ lineer)
i=1 j=1
= Z Z(F*wl) A (F*);)  (yukarida gosterildi)
i=1 j=1

A c¢arpiminin, toplama tizerine dagilma ozelliginden

- (Z <F*wz-)) A (Z <F*Aj>) = (') A (F))

i—1 j=1

Teorem 2 (Bu teoreme, Genellestirilmis Zincir Kural diyebiliriz): (U, R™ nin agik alt kiimesi olmak
iizere) Her w € QF(U) ve her piiriizsiiz F': R™ — R" i¢in F*(dw) = d (F*w) olur.

ispat:

R™ deki koordinatlari ¢y, ta, . . ., t,, ile, R™ deki koordinatlar (x1, s, . . ., x,) ile gosterecegiz. F' = (f1, fa, ..., [n)
olsun (yani F(tq1,te,...,tm) = (fi(ti,ta, .. tm), foti,tay .oy tm)y -+, fu(t1,ta, ... ty))) olsun. (Daha da
kisa olarak x; = f;(t1,t2,...,tm) (j =1,2,...,n))

Once, iddiay1, O-formlar, yani (piiriizsiiz) fonksiyonlar igin ispatlayacagiz. Zincir Kuralindan,

"9 (goF) dg O dg f;
d(goF) :Z 9 dti‘Z(Z(gxgj aﬁj) Zz&i at] Z
i s

=1 j=1

1



Bu esitlikte, acikca belirtilmemis bir nokta bulunmaktadir. Zincir kurallarinda acikca yazilmayan bu sey,
8879]_ ifadesindeki z; lerin ¢; lere (x; = f;(t1,t2,...,tm) (j = 1,2,...,n) oldugunu kullanarak) doniistiiriilecegidir,

yani % nin F' ile bilegkesi alinacaktir. Bu nedenle, yukaridaki egitligin aslinda:
J

d(F*g) = d(goF) = iz@x )afjdti

i=1 j=1

olmasi demekdir. Diger taraftan,

:F*<§;§—id;pi>:é(ﬁioF)dfi—Z(ag F)(Zafjdt) iZ(a% )g‘?dt

=1 =1 j5=1

oldugu igin, her 0-form (yani her piiriizsiiz fonksiyon) i¢in iddia ispatlanmigtir.
Simdi k£ > 0 ve w € QF(U) olsun. Once, w = gdz;, A --- A dx;, tek terimli iken esitligi ispatlayalim:

d(Frw)) = d((goF) dfi, A~ Ndfy,)
= (d(goF) A (dfiy A -+ Ndfi,)) + (=1)° (goF) d(dfi, A -~ A dfy,)
(d(dfi;; A--- ANdfi,) = 0 oldugu, carpim kuralindan, kolayca goriiliir)
= d(goF) A(dfiy N+ Ndfi) = d(F"g) A(dfiy A=+ Ndf)
= F*(dg) N F*(dxi, N--- Ndxy,) = F*(dg Ndzyy A -+ ANdx;, ) = F* (dw)

Son olarak, w birden ¢ok terime sahip ise, iddianin yine dogru oldugu, hem F™* nin, hem de d nin lineer
olugundan kolayca elde edilir. w = w; + -+ + w, (her bir w; tek terimli) olsun:



