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Ogrenci No : Adi Soyadi :

Kurallar. Cevaplarimzi sorularin hemen altinda bulunan bosglugu yaziniz. Ver-
ilen alan diginda yazilan yazilar cevap olarak puanlamada dikkate alinmayacak-
tir.

SORULAR ( SINAV SURESI 90 DAKIKADIR)

1. (15 Puan)

(a) Asagidaki teoremlerdeki bogluklar1 doldurunuz.

Teorem(Ara Deger) f bir [a,b] araliginda siirekli ve f(a) < 0 < f(b) veya f(b) < 0 <
f (a) olsun.

Bir ¢ € (...a..., ...b...) i¢in ...f... (...c...) = ...0... dir.

Teorem(Max, Min) f bir I = [a, b] kapal araliginda siirekli ve

m = inf f(z) ve M =sup f (z)
zel zel

ise bir takim ¢,d € [...a..., ...b...] i¢in
wif (e = omeve L f(d) = LML dir.

b. f:]0,1] — R bir siirekli fonksiyon ve her z € [0,1] i¢in 2 < f (z) < 3
olsun. Bir ¢ € [0,1] igin f (¢) = 2 + ¢ oldugunu gosteriniz.

g(z) = f(z) =2 — x alirsak, g : [0,1] — R siirekli olur. Ayrica
g(0)=f(0)—2>0veg(l)=f(1)—3<0dir. O halde Ara deger
teoreminden dolay1 bir ¢ € [0, 1] igin ¢g (¢) = 0 yani f (¢) = 2 + ¢ dir.

c.a<b, f:[ab — R siirekli ve her z € [a,b] i¢in f(z) > x olsun.
Her z € [a,b] igin f(z) > B + x ozelligini saglayan bir 0 < € R
bulunabilecegini kanitlaymz.(Ipucu : f(x) — z)

g(x) = f(x) — x alwsak, g : [a,b] — R siirekli ve [0,1] kapali
bir aralik oldugundan g fonksiyonu bu aralikta minimum degerini
bir ¢ € [a,b] noktasinda alir. S = g(c) bu minimum deger olsun.
B=g(c)=f(c)—c>0dir. 8 minimum oldugundan her = € [a, b]
i¢in g (z) > f olur. Dolayisiyla her z € [a,b] i¢in f (z) — 2 > § yani
f(z) > B+ z olur.



2. (15 Puan)

(a) Asagidaki tanimdaki bogluklar1 doldurunuz.

Tanim f bir A da tanimh olsun. Verilen her ¢ > 0 i¢in x,y € A ne olursa,
olsun.

[..z... — y..] < ..0... oldugunda |...f...(.z...)— .. fo. (y.)] <

...€... olacak gekilde z,y den ...bagimsiz... bir ...0... < ...J... bu-
lunabiliyorsa f ye A iizerinde diizgiin siirekli denir.

b. f:(0,1) — R diizgiin siirekli ise g (x) = 2 f (z) olarak tamimlanan g
fonksiyonunun (0, 1) de diizgiin siirekli oldugunu kanitlayiniz.(Sinirh
bir aralikta diizgiin siirekli bir fonksiyonun smirl oldugu gergegini
kanitlamadan kullanabilirsiniz.)

f:(0,1) — R diizgiin stirekli olup bir M > 0 ile simrhdir. € > 0
verilsin. f : (0,1) — R diizgiin siirekli oldugundan bir §; > 0 igin
|t —y| <61, 2,y € Aiken |f(z)— f(y)] < 5 olur. O halde § =
min {81, 557} almwrsa [z —y| < & , 2,y € A iken |g(z) — g (y)| =

=c

[z f (2) —yf W] < |2 [f (&) = F )| +[f (@) |z —y| < 5+ M55
olur. O halde g de diizgiin siireklidir.
c. € Rigin f(z) = 2? olarak tammlanan f fonksiyonunun R de

diizgiin siirekli olmadigini kanitlayiniz.

e =1 alnmsa, [z —y| <§, z,y € R oldugunda |f (z) — f (y)] < 1
yapan bir § > 0 bulunamayacagini gosterelim: n € N sayisim % <
6 olacak sekilde secelim. x = n + % , 4y =n alinirsa

&~ vl = = <diken |f (2) ~ [ (y)] =

1
n+——n
n

olur. O halde f (x) , R de diizgiin siirekli degildir.

3. (15 Puan)

(a) Asagidaki teoremdeki bogluklari doldurunuz.

Teorem(Ortalama Deger) f bir [a, b] de ...siirekli... ve (a,b) de ...tirevlenebilir...olsun.
Bir ¢ € (...a..., ...h...) i¢in

dir.




b. ¢g: (a,b) — R fonksiyonu [a, b] de iki defa tiirevlenebilir bir fonksiyon
ve her z € (a,b) i¢in g” (z) > 0 kogulunu saglayan bir fonksiyon olsun.
a<x<y<bise

g(w—;y> - g(x);rg(y)

(c)—g(x) ve g(y)—g(c
c—x y—c

o PN a4y i g ) Teselas
oldugunu gosteriniz.(Ipucu : ¢ = %5 ise boliim-

lerini diisiiniiniiz. )

c= 2 ise z < ¢ < y dir. O halde ODT den dolay1 Ja € (z,¢) i¢in
gla=g@) _ (o) ve 38 € (c,y) i¢in 9w=g(e) _ (B) dir. Her z €

c—x y—c

(a,b) igin ¢” (z) > 0 oldugundan ¢’ kesin artandir. o < 8 oldugundan
g (a) < ¢’ (B) dir. Dolayisiyla

9(0)—g(x)<g(y)—g(6) gle)—g(@) gy —gle) g(c) —g(x)

c—x y—c = y— 57 5
ve boylece g (c) < w elde edilir.

c. (b) den faydalanarak 0 < z,y ise

z+y
Tty
< z¥qyY
(1) =

oldugunu gosteriniz.(Ipucu : g(r) = zInx)

0 < zigng(z) =zlnzise ¢ (x) = 1+ 1nz ve ¢’ (z) = 0
dir. O halde (b) den dolay1 g (Z3%) < £HaW) yapj =huy ohu o
elnatylng oy, Boylece (252)"Y < 2%y elde edilir.

4. (15 Puan)

(a) Asagidaki tanmimdaki bogluklar1 doldurunuz.

Tanim u, : A — R bir fonksiyonlar dizisi ve u : A — R bir fonksiyon olsun.
Verilen her € > 0 i¢in

x € Aneolursa, olsun ...N... < ..n...oldugunda |...tp,... (...z...) — ... (.z..)| <

...€... olacak sekilde

x den ...bagimsiz... bir ..N... € N bulunabiliyorsa (u, (z)) dizisi A
tizerinde u ya diizgiin yakinsar denir.



C.

Teorem(Weirstrass M-test)

up, : [1,00] — R fonksiyonlar u, (z) = ;-7 olsun. [1,00] de

. diizgiin 1

limu, (z) = —

n ( ) .1132
oldugunu gosteriniz.
I n__ 1| _ 1 1 N
|u" (x)7x72| | naz?+z 22| T z2(nz+l) < n+1 ve lim nt+l 0
o diizgiin .

oldugundan w,, g %2 dir.

Asgagidaki teoremdeki bogluklar: doldurunuz.

u, : A — R bir fonksiyonlar dizisi ve >~ a, pozitif terimli bir
yakinsak seri olsun. Sabit bir 0 < M ile her

|ty ()| S M - ag,...

oluyorsa (u, (x)) dizisi A iizerinde u ya ...dizgin... ... yakinsar....

> 3% serisi R de diizgiin yakinsak midir? Neden?

‘“’Z#’ < # ve > o7, % yakinsak oldugundan Weirstrass M-test

nedeniyle Y > | % serisi R de diizgiin yakinsaktir.

Cf@) =31 Sirv‘v?]w serisi R de yakinsak midir? f fonksiyonu R de

n=1
tiirevlenebilir mi? Neden? Eger f tiirevlenebilir ise f nin tiirevi
nedir?
|“§‘L#| < # ve Y0, % yakinsak oldugundan Weirstrass M-test
nedeniyle > °7 =5+ serisi R de diizgiin yakinsaktir. Ayrica her n €

n=1
N icin (%)/ = 3% ve Zzozl 3% serisi R de diizgiin yakinsak
oldugundan f(z) = > ° | S22 serisi terim terime tiirevlenebilir ve
f(z) nin tirevi terimlerin tiirevleri toplamidir. Boylece [/ (z) =

s cosne
Yo €2E olur.



