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(ÇÖZÜMLER)
Ö¼grenci No : Ad¬Soyad¬:

Kurallar. Cevaplar¬n¬z¬sorular¬n hemen alt¬nda bulunan boşlu¼gu yaz¬n¬z. Ver-
ilen alan d¬̧s¬nda yaz¬lan yaz¬lar cevap olarak puanlamada dikkate al¬nmayacak-
t¬r.
SORULAR ( SINAV SÜRES·I 90 DAK·IKADIR)

1. (15 Puan)

(a) Aşa¼g¬daki teoremlerdeki boşluklar¬doldurunuz.

Teorem(Ara De¼ger) f bir [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ve f (a) < 0 < f (b) veya f (b) < 0 <
f (a) olsun.

Bir c 2 (:::a:::, :::b:::) için :::f::: (:::c:::) = :::0::: dir.

Teorem(Max, Min) f bir I = [a; b] kapal¬aral¬¼g¬nda sürekli ve

m = inf
x2I

f (x) ve M = sup
x2I

f (x)

ise bir tak¬m c; d 2 [:::a:::, :::b:::] için

:::f::: (:::c:::) = :::m::: ve :::f::: (:::d:::) = :::M::: dir.

b. f : [0; 1] �! R bir sürekli fonksiyon ve her x 2 [0; 1] için 2 � f (x) � 3
olsun. Bir c 2 [0; 1] için f (c) = 2 + c oldu¼gunu gösteriniz.

g (x) = f (x) � 2 � x al¬rsak, g : [0; 1] �! R sürekli olur. Ayr¬ca
g (0) = f (0)� 2 > 0 ve g (1) = f (1)� 3 < 0 d¬r. O halde Ara de¼ger
teoreminden dolay¬bir c 2 [0; 1] için g (c) = 0 yani f (c) = 2 + c dir.

c. a < b, f : [a; b] ! R sürekli ve her x 2 [a; b] için f(x) > x olsun.
Her x 2 [a; b] için f (x) � � + x özelli¼gini sa¼glayan bir 0 < � 2 R
bulunabilece¼gini kan¬tlay¬n¬z.(·Ipucu : f(x)� x)

g (x) = f (x) � x al¬rsak, g : [a; b] �! R sürekli ve [0; 1] kapal¬
bir aral¬k oldu¼gundan g fonksiyonu bu aral¬kta minimum de¼gerini
bir c 2 [a; b] noktas¬nda al¬r. � = g (c) bu minimum de¼ger olsun.
� = g (c) = f (c) � c > 0 d¬r. � minimum oldu¼gundan her x 2 [a; b]
için g (x) � � olur. Dolay¬s¬yla her x 2 [a; b] için f (x)� x � � yani
f (x) � � + x olur.
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2. (15 Puan)

(a) Aşa¼g¬daki tan¬mdaki boşluklar¬doldurunuz.

Tan¬m f bir A da tan¬ml¬olsun. Verilen her " > 0 için x; y 2 A ne olursa,
olsun.

j:::x:::� :::y:::j < :::�::: oldu¼gunda j:::f::: (:::x:::)� :::f::: (:::y:::)j <

:::"::: olacak şekilde x; y den ...ba¼g¬ms¬z... bir :::0::: < :::�::: bu-
lunabiliyorsa f ye A üzerinde düzgün sürekli denir.

b. f : (0; 1)! R düzgün sürekli ise g (x) = xf (x) olarak tan¬mlanan g
fonksiyonunun (0; 1) de düzgün sürekli oldu¼gunu kan¬tlay¬n¬z.(S¬n¬rl¬
bir aral¬kta düzgün sürekli bir fonksiyonun s¬n¬rl¬ oldu¼gu gerçe¼gini
kan¬tlamadan kullanabilirsiniz.)

f : (0; 1) ! R düzgün sürekli olup bir M > 0 ile s¬n¬rl¬d¬r. " > 0
verilsin. f : (0; 1) ! R düzgün sürekli oldu¼gundan bir �1 > 0 için
jx� yj < �1 , x; y 2 A iken jf (x)� f (y)j < "

2 olur. O halde � =
min

�
�1;

"
2M

	
al¬n¬rsa jx� yj < � , x; y 2 A iken jg (x)� g (y)j =

jxf (x)� yf (y)j � jxj jf (x)� f (y)j+ jf (x)j jx� yj < "
2 +M

"
2M = "

olur. O halde g de düzgün süreklidir.

c. x 2 R için f (x) = x2 olarak tan¬mlanan f fonksiyonunun R de
düzgün sürekli olmad¬¼g¬n¬kan¬tlay¬n¬z.

" = 1 aln¬r¬sa, jx� yj < � , x; y 2 R oldu¼gunda jf (x)� f (y)j < 1
yapan bir � > 0 bulunamayaca¼g¬n¬gösterelim: n 2 N say¬s¬n¬ 1

n <
� olacak şekilde seçelim. x = n+ 1

n , y = n al¬n¬rsa

jx� yj =
����n+ 1

n
� n

���� = 1

n
< � iken jf (x)� f (y)j =

�����
�
n+

1

n

�2
� n2

����� = 1

n2
+2 > 1

olur. O halde f (x) , R de düzgün sürekli de¼gildir.

3. (15 Puan)

(a) Aşa¼g¬daki teoremdeki boşluklar¬doldurunuz.

Teorem(Ortalama De¼ger) f bir [a; b] de ...sürekli... ve (a; b) de ...türevlenebilir...olsun.
Bir c 2 (:::a:::, :::b:::) için

:::f::: (:::b:::)� :::f::: (:::a:::)
:::b:::� :::a:::

= :::f 0::: (:::c:::)

dir.
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b. g : (a; b)! R fonksiyonu [a; b] de iki defa türevlenebilir bir fonksiyon
ve her x 2 (a; b) için g00 (x) > 0 koşulunu sa¼glayan bir fonksiyon olsun.
a < x < y < b ise

g

�
x+ y

2

�
<
g (x) + g (y)

2

oldu¼gunu gösteriniz.(·Ipucu : c = x+y
2 ise g(c)�g(x)c�x ve g(y)�g(c)y�c bölüm-

lerini düşününüz.)

c = x+y
2 ise x < c < y dir. O halde ODT den dolay¬9� 2 (x; c) için

g(c)�g(x)
c�x = g0 (�) ve 9� 2 (c; y) için g(y)�g(c)

y�c = g0 (�) dir. Her x 2
(a; b) için g00 (x) > 0 oldu¼gundan g0 kesin artand¬r. � < � oldu¼gundan
g0 (�) < g0 (�) dir. Dolay¬s¬yla

g (c)� g (x)
c� x <

g (y)� g (c)
y � c =) g (c)� g (x)

x+y
2 � x

<
g (y)� g (c)
y � x+y

2

=) g (c)� g (x)
y�x
2

<
g (y)� g (c)

y�x
2

ve böylece g (c) < g(x)+g(y)
2 elde edilir.

c. (b) den faydalanarak 0 < x; y ise�
x+ y

2

�x+y
� xxyy

oldu¼gunu gösteriniz.(·Ipucu : g(x) = x lnx)

0 < x için g (x) = x lnx ise g0 (x) = 1 + lnx ve g00 (x) = 1
x > 0

d¬r. O halde (b) den dolay¬g
�
x+y
2

�
< g(x)+g(y)

2 yani x+y2 ln x+y2 <
x ln x+y ln y

2 olur. Böylece
�
x+y
2

�x+y � xxyy elde edilir.
4. (15 Puan)

(a) Aşa¼g¬daki tan¬mdaki boşluklar¬doldurunuz.

Tan¬m un : A! R bir fonksiyonlar dizisi ve u : A! R bir fonksiyon olsun.
Verilen her " > 0 için

x 2 A ne olursa, olsun :::N::: � :::n::: oldu¼gunda j:::un::: (:::x:::)� :::u::: (:::x:::)j <

:::"::: olacak şekilde

x den ...ba¼g¬ms¬z... bir :::N::: 2 N bulunabiliyorsa (un (x)) dizisi A
üzerinde u ya düzgün yak¬nsar denir.
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b. un : [1;1]�! R fonksiyonlar¬un (x) = n
nx2+x olsun. [1;1] de

limun (x)
düzgün
=

1

x2

oldu¼gunu gösteriniz.��un (x)� 1
x2

�� = ��� n
nx2+x �

1
x2

��� = 1
x2(nx+1) �

1
n+1 ve lim

1
n+1 = 0

oldu¼gundan un
düzgün! 1

x2 dir.

c. Aşa¼g¬daki teoremdeki boşluklar¬doldurunuz.

Teorem(Weirstrass M-test) un : A ! R bir fonksiyonlar dizisi ve
P1

n=1 an pozitif terimli bir
yak¬nsak seri olsun. Sabit bir 0 < M ile her

:::n::: 2 :::N:::ve :::x::: 2 :::A::: için

j:::un::: (:::x:::)j �M � :::an:::

oluyorsa (un (x)) dizisi A üzerinde u ya ...düzgün... ...yak¬nsar....

d.
P1

n=1
cosnx
n2 serisi R de düzgün yak¬nsak m¬d¬r? Neden?�� cosnx

n2

�� � 1
n2 ve

P1
n=1

1
n2 yak¬nsak oldu¼gundan Weirstrass M-test

nedeniyle
P1

n=1
cosnx
n2 serisi R de düzgün yak¬nsakt¬r.

e. f (x) =
P1

n=1
sinnx
n3 serisi R de yak¬nsak m¬d¬r? f fonksiyonu R de

türevlenebilir mi? Neden? E¼ger f türevlenebilir ise f nin türevi
nedir?�� sinnx
n3

�� � 1
n3 ve

P1
n=1

1
n3 yak¬nsak oldu¼gundan Weirstrass M-test

nedeniyle
P1

n=1
sinnx
n3 serisi R de düzgün yak¬nsakt¬r. Ayr¬ca her n 2

N için
�
sinnx
n3

�0
= cosnx

n2 ve
P1

n=1
cosnx
n2 serisi R de düzgün yak¬nsak

oldu¼gundan f (x) =
P1

n=1
sinnx
n3 serisi terim terime türevlenebilir ve

f (x) nin türevi terimlerin türevleri toplam¬d¬r. Böylece f 0 (x) =P1
n=1

cosnx
n2 olur.
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