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(ÇÖZÜMLER)
Ö¼grenci No : Ad¬Soyad¬:

Kurallar. Cevaplar¬n¬z¬ sorular¬n hemen alt¬nda bulunan boşlu¼gu yaz¬n¬z. Verilen alan
d¬̧s¬nda yaz¬lan yaz¬lar cevap olarak puanlamada dikkate al¬nmayacakt¬r.

1.

(a) (2 Puan) Sürekli fonksiyonlar için Ara De¼ger Teoremini yaz¬n¬z.

f; [a; b] yi içeren bir küme üzerinde sürekli, k 2 R ve f(a) � k � f(b) (veya
f(a) � k � f(b)) olsun. O zaman bir c 2 [a; b] için f(c) = k d¬r.

(b) (2 Puan) f (x) = x5 � x � 1 fonksiyonunun (1; 2) aras¬nda bir kökü oldu¼gunu
gösteriniz.

f (1) < 0 < f (2) oldu¼gundan Ara de¼ger teoremi gere¼gi bir c 2 [1; 2] için f (c) = 0
d¬r. f (1) 6= 0 ve f (2) 6= 0 oldu¼gundan c 2 (1; 2) dir.

(c) (2 Puan) A � R oldu¼guna göre f : A! R fonksiyonunun düzgün sürekli olmas¬
ne demektir? f : [a; b] �! R sürekli bir fonksiyon ise f düzgün sürekli olur mu?

f : A! R bir fonksiyon olsun. " > 0 verildiµginde jx� yj < �; x; y 2 A olduµgunda
jf(x)� f(y)j < " olacak şekilde x ve y den baµg¬ms¬z bir � > 0 bulunabiliyorsa f
ye A üzerinde düzgün sürekli denir. f : [a; b] �! R sürekli bir fonksiyon ise [a; b]
kapal¬bir aral¬k oldu¼gundan f : [a; b] �! R düzgün sürekli olur.

(d) (2 Puan) f (x) =
1

x2
ise f nin [1;1) da düzgün sürekli oldu¼gunu gösteriniz.

" > 0 verilsin. jx� yj < � � "
2
, x; y 2 [1;1) olsun.

y � x ise

jf (x)� f (y)j =
���� 1x2 � 1

y2

���� = ����y2 � x2x2y2

���� = y2 � x2
x2y2

=
y (y � x)
x2y2

+
x (y � x)
x2y2

=
y � x
x2y

+
y � x
xy2

< � + � = 2� � "

y < x ise

jf (x)� f (y)j =
���� 1x2 � 1

y2

���� = ����y2 � x2x2y2

���� = x2 � y2
x2y2

=
x (x� y)
x2y2

+
y (x� y)
x2y2

=
x� y
xy2

+
x� y
x2y

< � + � = 2� � "

oldu¼gundan f (x) =
1

x2
ise [1;1) da düzgün süreklidir.
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2.

(a) (3 Puan) I bir aral¬k, f : I! R bir fonksiyon ve c 2 I olsun. f nin varsa c de
türevinin tan¬m¬n¬yaz¬n¬z.

I bir aral¬k, f : I ! R; c 2 I ve L 2 R olsun. Verilen her " > 0 için 0 < jx� cj < �
ve x 2 I oldu¼gunda ����f(x)� f(c)x� c � L

���� < "
olacak şekilde bir � > 0 bulunabiliyorsa L ye f nin c deki türevi denir ve L = f 0(c)
yaz¬l¬r.

(b) (5 Puan) I bir aral¬k M > 0 bir sabit ve f : I! R fonksiyonu her x; y 2 I için

jf(x)� f(y)j �M(x� y)2

koşulunu sa¼glas¬n. f(x) in I da sabit oldu¼gunu gösteriniz.

a 2 I alal¬m. x 6= a için

jf (x)� f (a)j �M jx� aj jx� aj =)
����f (x)� f (a)x� a

���� �M jx� aj

dir. Dolay¬s¬yla

lim
x!a

����f (x)� f (a)x� a

���� �M lim
x!a

jx� aj = 0

=) lim
x!a

����f (x)� f (a)x� a

���� = 0 =) f 0 (a) = 0

d¬r. a 2 I yi key� seçmi̧stik. O halde 8x 2 I için f 0 (x) = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla f
sabittir.

3.

(a) (3 Puan) f : [a; b] �! R için Ortalama De¼ger Teoreminin ifadesini yaz¬n¬z.

f : [a; b] ! R sürekli, f : (a; b) ! R türevlenebilir olsun. O zaman bir c 2 (a; b)
için f(b)�f(a)

b�a = f 0(c) dir.

b. (5 Puan) f : [a; b]! R fonksiyonu türevlenebilir olsun. Bir c 2 (a; b) için

f (b)� f (c)
c� a = f 0 (c)

oldu¼gunu gösteriniz (·Ipucu :Rolle Teoremini h (x) = (f (b)� f (x)) (x� a) ya
uygulay¬n¬z).

h (x) = (f (b)� f (x)) (x� a) alal¬m. O zaman h0 (x) = �f 0 (x) (x� a)+(f (b)� f (x))
dir. h : [a; b] ! R sürekli, h : (a; b) ! R türevlenebilir ve h (a) = 0 = h (b)
oldu¼gundan Rolle teoremi gere¼gi bir c 2 (a; b) için h0 (c) = 0 d¬r. h0 (c) =

�f 0 (c) (c� a) + (f (b)� f (c)) oldu¼gundan f(b)�f(c)
c�a = f 0 (c) dir.
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4.

(a) (3 Puan) I bir aral¬k ve g : I ! R türevlenebilir bir fonksiyon olsun. g nin azalan
(artan) olmas¬için, g0 türevi ile ili̧skilendirilen, gerek ve yeter koşulu yaz¬n¬z.

g nin azalan (artan) olmas¬ için gerek ve yeter koşul her x 2 I için g0 (x) � 0
(g0 (x) � 0) olmas¬d¬r.

(b) (5 Puan) g : [0;1)! R fonksiyonu [0;1) de türevlenebilir bir fonksiyon olsun.
g(0) = 1 ve her x 2 I için (x+ 1) g0(x) � g (x) ise her x 2 [0;1) için g(x) � x+1
oldu¼gunu gösteriniz (·Ipucu: g(x)x+1

fonksiyonunu düşününüz).�
g(x)
x+1

�0
= (x+ 1) g0 (x) � g (x) � 0 olup g(x)

x+1
azaland¬r. O halde her x 2 [0;1)

için g(x)
x+1

� g(0)
0+1

= 1 dir. Dolay¬s¬yla her x 2 [0;1) için g(x) � x+ 1 dir.

5.

(a) (4 Puan) g : [0;1) ! R fonksiyonu türevlenebilir olsun. limx!1
g(x)+g0(x)

1+x
= 1

ise limx!1
g(x)
x
= 1 oldu¼gunu gösteriniz.

�
·Ipucu g(x)

x
= exg(x)

xex
dir

�
lim
x!1

xex =1 ve x > 0 için xex > 0 d¬r. O halde L�Hospital kural¬ndan

lim
x!1

g(x)
x
= lim

x!1
exg(x)
xex

= lim
x!1

ex(g(x)+g0(x))
ex(1+x)

= lim
x!1

g(x)+g0(x)
1+x

= 1 dir.

(b) (4 Puan) L = limx!0
(e2x�1)

3
tan10 x

x13
limitini hesaplay¬n¬z.

L = lim
x!0

(e2x�1)
3
tan10 x

x13
= lim

x!0
8
�
e2x�1
2x

�3 �
sinx
x

�10 � 1
cosx

�10
= 8 dir.
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