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(ÇÖZÜMLER)
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Ö¼grenci No : Ad¬Soyad¬:

1. a. (3 Puan) Sürekli fonksiyonlar için Ara De¼ger Teoremini yaz¬n¬z.

f; [a; b] yi içeren bir küme üzerinde sürekli, k 2 R ve f(a) � k � f(b) (veya f(a) �
k � f(b)) olsun. O zaman bir c 2 [a; b] için f(c) = k d¬r.

b. (3 Puan) A � R oldu¼guna göre f : A! R fonksiyonunun düzgün sürekli olmas¬
ne demektir?

f : A! R bir fonksiyon olsun. " > 0 verildiµginde jx� yj < �; x; y 2 A olduµgunda
jf(x)� f(y)j < " olacak şekilde x ve y den baµg¬ms¬z bir � > 0 bulunabiliyorsa f
ye A üzerinde düzgün sürekli denir.

c. (4 Puan) f : [a; b] ! R fonksiyonu her a � x < b için f (x) < 1
2
f (b) koşulunu

sa¼glas¬n. f fonksiyonu b de sürekli ise her a � x � b için f (x) � 0 oldu¼gunu
gösteriniz. (·Ipucu : limx!b� f (x) limitini düşününüz.)

a � x � b olsun. f (b) = lim
x!b�

f (x) � lim
x!b�

1
2
f (b) = 1

2
f (b) oldu¼gundan f (b) � 0

olur. x 2 [a; b) için f (x) < 1
2
f (b) � 0 oldu¼gundan x 2 [a; b) için f (x) � 0 olur.

Zaten f (b) � 0 oldu¼gundan her x 2 [a; b] için f (x) � 0 olur.

2. a. (5 Puan) x 2 R için f (x) =
�

0 x = 0
x2 sin 1

x
x 6= 0 olsun. f 0 (0) türevini hesaplay¬n¬z.

�f
�x
= f(x)�f(0)

x�0 =
x2 sin 1

x

x
= x sin 1

x
olup

���f
�x

�� � jxj olur. Dolay¬s¬yla lim
x!0

���f
�x

�� = 0 ve

böylece f 0 (0) = 0 olur.

b. (5 Puan) g (x) =
�
�2 x < 0
2 0 � x olsun. f : [�1; 1] ! R gibi türevlenebilir bir

fonksiyon ise her x 2 [�1; 1] için f 0 (x) = g (x) olabilir mi? Neden?

g (�1) < 0 < g (2) oldu¼gu halde g , 0 de¼gerini almamaktad¬r. O halde g , Ara
de¼ger özelli¼gini sa¼glamaz. Fakat f : [�1; 1] ! R gibi türevlenebilir bir fonksiyon
olmak üzere her x 2 [�1; 1] için f 0 (x) = g (x) olsayd¬ g Ara de¼ger özelli¼gini
sa¼glard¬. O halde böyle bir f olamaz.

3. a. (4 Puan) f : [a; b] �! R gibi bir fonksiyon için Ortalama De¼ger Teoreminin
ifadesini yaz¬n¬z.

f : [a; b] ! R sürekli, f : (a; b) ! R türevlenebilir olsun. O zaman bir c 2 (a; b) için
f(b)�f(a)
b�a = f 0(c) dir.
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b. (6 Puan) g : R! R fonksiyonu türevlenebilir ve 0 < k bir sabit olmak üzere, her
c 2 R için jg0 (c)j < k olsun. x 2 R için f (x) = kx + g (x) olarak tan¬mlanan f
fonksiyonun (1� 1) oldu¼gunu gösteriniz.

f nin (1� 1) olmad¬¼g¬n¬varsayal¬m. O zaman bir tak¬m a < b için f (a) = f (b)
olur. Dolay¬s¬yla ka+g (a) = kb+g (b) ve böylece g(b)�g(a)

b�a = �k elde edilir. ODT
den dolay¬bir c 2 (a; b) için g(b)�g(a)

b�a = g0 (c) dir. Dolay¬s¬yla �k = g0 (c) dir ve
böylece k = jg0 (c)j < k çeli̧skisi elde edilir.

4. a. (3 Puan) I bir aral¬k ve g : I ! R türevlenebilir bir fonksiyon olsun. g nin azalan
(artan) olmas¬için, g0 türevi ile ili̧skilendirilen, gerek ve yeter koşulu yaz¬n¬z.

g nin azalan (artan) olmas¬için gerek ve yeter koşul her x 2 I için g0 (x) � 0 (g0 (x) � 0)
olmas¬d¬r.

b. (7 Puan) g : I = [0;1) ! R fonksiyonu I da türevlenebilir bir fonksiyon olsun.
g(0) = 1 ve her x 2 I için

g0(x) � �2x
1 + x2

g (x)

ise her x 2 I için g(x) � 1
1+x2

oldu¼gunu gösteriniz. (·Ipucu:. (1 + x2) g (x) fonksiy-
onunu düşününüz.)

((1 + x2) g (x))
0
= 2xg (x) + (1 + x2) g0 (x) � 0 oldu¼gundan (1 + x2) g (x) aza-

land¬r. O halde her x 2 I için (1 + x2) g (x) � (1 + 02) g (0) = 1 oldu¼gundan her
x 2 I için g(x) � 1

1+x2
elde edilir.

5. a. (5 Puan) x 2 R için gn (x) =
x

1 + n2x2
olsun. Her n 2 N ve x 2 R için jgn (x)j � 1

2n

oldu¼gunu gösteriniz. (gn) dizisi R de g (x) = 0 fonksiyonuna düzgün yak¬nsar m¬?
Neden?. (·Ipucu: .Eşitsizli¼gi kan¬tlamak için (1� n jxj)2 � 0 oldu¼gunu dikkate al¬n¬z.)

(1� n jxj)2 � 0 =) 1 + n2x2 � 2n jxj =) jxj
1 + n2x2

� 1
2n
=) jgn (x)j � 1

2n
dir.

Her n 2 N ve x 2 R için jgn (x)� g (x)j = jgn (x)j � 1
2n
ve lim 1

2n
= 0 oldu¼gundan

gn
düzgün! g dir.

b. (5 Puan) x 2 R için gn (x) =
1

1 + n2x2
olsun. (gn) dizisinin R de g (x) =�

1 x = 0
0 x 6= 0 yak¬nsad¬¼g¬n¬gösteriniz. (gn) dizisiR de g (x) fonksiyonuna düzgün

yak¬nsar m¬? Neden?

x = 0 ise gn (0) = 1 olup lim gn (0) = 1 dir. x 6= 0 ise limn2x2 = 1 oldu¼gundan
lim gn (x) = 0 olur. O halde (gn) dizisi R de g (x) fonksiyonuna noktasal yak¬n-
sar. Her n 2 N için gn fonksiyonlar¬0 da süreklidir. Fakat g fonksiyonu 0 da
süreksizdir. O halde (gn) dizisi R de g ye düzgün yak¬nsamaz.
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6. a. (5 Puan) g : [0;1] ! R fonksiyonu türevlenebilir olsun. limx!1
g(x)+g0(x)

1+x
= 1 ise

limx!1
g(x)
x
= 1 oldu¼gunu gösteriniz.

�
·Ipucu g(x)

x
= exg(x)

xex
dir

�
lim
x!1

xex =1 ve x > 0 için xex > 0 d¬r. O halde L�Hospital kural¬ndan

lim
x!1

g(x)
x
= lim

x!1
exg(x)
xex

= lim
x!1

ex(g(x)+g0(x))
ex(1+x)

= lim
x!1

g(x)+g0(x)
1+x

= 1 dir.

b. (5 Puan) limx!1
g(x)
x
= 1 oldu¼gu halde limx!1 g

0 (x) limitinin var olmas¬gerekir
mi? (·Ipucu : x + sin x fonksiyonunu düşününüz.) Bunu L�Hospital kural¬ ile
kaŗs¬laşt¬r¬n¬z.

g (x) = x + sinx olsun. jsin xj � 1 oldu¼gundan
���g(x)x � 1

��� = �� sinx
x

�� � 1
x
=)

lim
x!1

g(x)
x
= 1 dir.

Fakat lim
x!1

g0 (x) = lim
x!1

(1 + cos x) limiti yoktur.

Bu örnek L�Hospital kural¬n¬n tersinin do¼gru olmad¬¼g¬n¬gösteriyor.
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