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(COZUMLER)

( SINAV SURESI 75 DAKIKADIR)
Ogrenci No : Adi Soyads :

1. a. (3 Puan) Siirekli fonksiyonlar i¢in Ara Deger Teoremini yaziniz.

f, [a,b] yi igeren bir kiime iizerinde siirekli, £ € R ve f(a) < k < f(b) (veya f(a) >
k > f(b)) olsun. O zaman bir ¢ € [a,b] i¢in f(c) = k dir.

b. (3 Puan) A C R olduguna gore f : A — R fonksiyonunun diizgiin siirekli olmasi
ne demektir?

f: A — R bir fonksiyon olsun. € > 0 verildiginde |z — y| < §, z,y € A oldugunda
|f(x) — f(y)| < € olacak sekilde x ve y den bagimsiz bir § > 0 bulunabiliyorsa f
ye A iizerinde diizgiin strekli denir.

c. (4 Puan) f : [a,b] — R fonksiyonu her a < 2 < b i¢in f (z) < 3f (b) kosulunu
saglasm. f fonksiyonu b de siirekli ise her a < x < b i¢in f (z) < 0 oldugunu
gosteriniz. (Ipucu : lim,_;,~ f (z) limitini diisiiniiniiz.)

a <z <bolsun. f(b) = liril_f (x) < liril_%f (b) = 3 f (b) oldugundan f (b) <0

olur. = € [a,b) i¢in f (z) < 3f (b) < 0 oldugundan = € [a,b) i¢in f (z) < 0 olur.
Zaten f (b) < 0 oldugundan her x € [a,b] i¢in f (x) < 0 olur.

2. a. (b Puan) z € Rigin f (z) = { 9 0 T olsun. f'(0) tiirevini hesaplayiniz.

x Sin% x#0
1
2—; (“2 g(o) = S;n” = xsin * olup | Af ‘ < |z| olur. Dolayisiyla hm ‘ Af | =0 ve

boylece f'(0) = 0 olur.

-2 x<0
b. (5 Puan) g (z) = 5 0< g

fonksiyon ise her z € [—1,1] igin f’'(x) = g () olabilir mi? Neden?

olsun. f :[—1,1] — R gibi tiirevlenebilir bir

g(—=1) < 0 < ¢g(2) oldugu halde g , 0 degerini almamaktadir. O halde g , Ara
deger ozelligini saglamaz. Fakat f : [—1,1] — R gibi tiirevlenebilir bir fonksiyon
olmak tizere her x € [—1,1] igin f'(z) = g (z) olsayd1 g Ara deger 6zelligini
saglardi. O halde boyle bir f olamaz.

3. a. (4 Puan) f : [a,b] — R gibi bir fonksiyon i¢in Ortalama Deger Teoreminin
ifadesini yaziniz.

f : la,b] — R siirekli, f : (a,b) — R tiirevlenebilir olsun. O zaman bir ¢ € (a,b) igin
b) f(a = f(c) dir.



b. (6 Puan) g : R — R fonksiyonu tiirevlenebilir ve 0 < k bir sabit olmak iizere, her
c € Rigin |¢' (¢)| < k olsun. = € R i¢in f (z) = kx + g (z) olarak tamimlanan f
fonksiyonun (1 — 1) oldugunu gosteriniz.

f nin (1 — 1) olmadigini varsayalim. O zaman bir takim a < b i¢in f (a) = f (b)
olur. Dolaysiyla ka+ g (a) = kb+ g (b) ve boylece % = —k elde edilir. ODT
den dolay1 bir ¢ € (a,b) i¢in % = ¢'(c) dir. Dolayisiyla —k = ¢’ (¢) dir ve
boylece k = |¢’ (¢)| < k celiskisi elde edilir.

4. a. (3 Puan) I bir aralik ve g : I — R tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. ¢ nin azalan
(artan) olmasi igin, ¢ tiirevi ile iligkilendirilen, gerek ve yeter kogulu yaziniz.

¢ nin azalan (artan) olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her z € I'igin ¢’ () <0 (¢’ () > 0)
olmasidir.

b. (7 Puan) g : I = [0,00) — R fonksiyonu / da tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun.
g(0) =1 ve her z € I igin

—2x
!
<
g(2) < 50 (2)

ise her z € I i¢in g(z) < ﬁ oldugunu gosteriniz. (Ipucu:. (1 + 22) g (z) fonksiy-
onunu diigiiniiniiz. )

(1 +2%)g(2) = 2xg(x) + (1+2%)g (2)
landir. O halde her x € T igin (1 4 2?) g (x)
z € [ igin g(x) < ﬁ elde edilir.

0 oldugundan (1 + 2?)g(z) aza-

<
< (1+0%) g(0) =1 oldugundan her

5. a. (5 Puan) z € R igin g, (z) = olsun. Her n € N ve z € R i¢in |g, (z)| < 55

1+ n2a?
oldugunu gosteriniz. (g,) dizisi R de ¢g(x) = 0 fonksiyonuna diizgiin yakinsar m?
Neden?. (Ipucu: .Esitsizligi kamtlamak icin (1 —n |z|)* > 0 oldugunu dikkate alimiz.)

2 || :
(1—n|z))" > 0 = 1+ n%2* > 2nlz| = R < 50 = |go ()] < 5 dir
Her n € N ve z € R i¢in |g, () — g (2)] = |9, (z)| < 55 ve lim5- = 0 oldugundan
In diigﬁn g dir.

. 1 e
b. (5 Puan) z € R igin ¢, () = ——— olsun. (g,) dizisinin R de g (z) =

1+ n2z?

{ (1) i ; 8 yakinsadigim gosteriniz. (g, ) dizisi R de ¢ (x) fonksiyonuna diizgiin

yakinsar mi? Neden?

xr =0 ise g, (0) = 1 olup lim g, (0) = 1 dir. x # 0 ise limn?z? = oo oldugundan
lim g, () = 0 olur. O halde (g,) dizisi R de g (=) fonksiyonuna noktasal yakin-
sar. Her n € N igin g, fonksiyonlar1 0 da siireklidir. Fakat g fonksiyonu 0 da
stireksizdir. O halde (g,) dizisi R de g ye diizgiin yakinsamaz.



g(@)+g'(z) _ 1 ise

6. a. (5 Puan) g : [0,00] — R fonksiyonu tiirevlenebilir olsun. lim, . #==%
g

lim, o % = 1 oldugunu gosteriniz. (Tpucu @ = ezxg—e(f) dir )

lim ze® = oo ve x > 0 i¢in xe® > 0 dir. O halde L’Hospital kuralindan

T—00

lim 22 — Jim <48 — Jim ST — iy 020 — i,

Tr—00 r—00 r—00

b. (5 Puan)lim, @ = 1 oldugu halde lim, ., ¢’ (z) limitinin var olmas1 gerekir
mi? (Ipucu : = +sinz fonksiyonunu diisiiniiniiz.) Bunu L’Hospital kural ile
kargilagtiriniz.

—

8=

g(x) = x + sinx olsun. [sinz| < 1 oldugundan

lim 2% = 1 dir.

Fakat lim ¢’ () = lim (1 + cosz) limiti yoktur.

T

| = e <

Bu ornek L’Hospital kuralinin tersinin dogru olmadigini gosteriyor.



