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1. Aşaµg¬daki limitlerin tan¬mlar¬n¬yaz¬n¬z.

(a) (4 puan) g : R �! R, L 2 R oldu¼guna göre limx�!1 g (x) = L.

8" > 0; 9K > 0 için x > K iken jg (x)� Lj < " ise limx�!1 g (x) = L dir.

(b) (4 puan) A � R, g : A �! R ve c 2 A0 oldu¼guna göre limx�!c g (x) =1.

8K > 0; 9� > 0 için jx� cj < �; x 2 A iken g (x) > K ise limx�!c g (x) =1 dir.

2. (4 puan) n 2 N oldu¼guna göre x 2 R ve 0 < jx� 1j < � oldu¼gunda
�� 2
x+1

� 1
�� < 1

n

olacak şekilde bir � > 0 bulunuz.

� = 1
n
seçelim. jx� 1j < � olsun. O zaman

�1 < x� 1 < 1 =) 1 < x+ 1 < 3 =) 1

jx+ 1j < 1

olur. Dolay¬s¬yla ���� 2

x+ 1
� 1
���� = jx� 1j

jx+ 1j < 1 � jx� 1j < � =
1

n

elde edilir.

3. (4 puan) h : [a; b] �! R sürekli bir fonksiyon olsun. Bir c 2 (a; b) için h (c) > h (a) ve
h (c) > h (b) oluyorsa h nin (1� 1) olamayaca¼g¬n¬kan¬tlay¬n¬z.

t = max fh (a) ; h (b)g olsun. O zaman h (c) > t � h (a) ve h (c) > t � h (b) dir. Ara
de¼ger teoreminden dolay¬9x1 2 (a; c) ve 9x2 2 (c; b) için h (x1) = t ve h (x2) = t
dir. Dolay¬s¬yla h (x1) = h (x2) olur. Fakat a < x1 < c < x2 < b olup x1 6= x2 dir.
Dolay¬s¬yla h , (1� 1) olamaz.

4. f : (0; 1]! R fonksiyonu sürekli ve limx!0+ f (x) = 0 olsun.

(a) (4 puan) F : [0; 1]! R fonksiyonu F (x) =
�

0 x = 0
f (x) x 6= 0 olarak tan¬mlans¬n.

F , [0; 1] de sürekli midir? Neden?

F j(0;1]= f sürekli oldu¼gundan, F nin sadece x = 0 da sürekli oldu¼gunu göstermek
yeterlidir. Fakat

lim
x!0+

F (x) = lim
x!0+

f (x) = 0 = F (0)

oldu¼gundan F , x = 0 da süreklidir. Dolay¬s¬yla F , [0; 1] de süreklidir.



(b) (4 puan) f : (0; 1]! R fonksiyonu (0; 1] de düzgün sürekli midir? Neden? (F nin
(0; 1] kümesine k¬s¬tlamas¬f oldu¼gunu dikkate al¬n¬z.)

F : [0; 1]! R sürekli, [0; 1] kapal¬bir aral¬k oldu¼gundan F düzgün süreklidir. O
halde F j(0;1]= f de düzgün sürekli olur.

5.

(a) (4 puan) f (x) = x2 ise [0;1) da düzgün sürekli midir? Neden?
" = 1 aln¬r¬sa, jx� yj < � , x; y 2 I oldu¼gunda jf (x)� f (y)j < 1 yapan bir
� > 0 bulunamayaca¼g¬n¬gösterelim: n 2 N say¬s¬n¬ 1n < � olacak şekilde seçelim.
x = n+ 1

n
, y = n al¬n¬rsa

jx� yj =
����n+ 1

n
� n

���� = 1

n
< � iken jf (x)� f (y)j =

�����
�
n+

1

n

�2
� n2

����� = 1

n2
+2 > 1

olur. O halde f (x) , [0;1) da düzgün sürekli de¼gildir.

(b) (4 puan) f (x) =
p
x fonksiyonu [0; 1] de Lipschitz koşulunu sa¼glar m¬? Neden?

Lipschitz koşulunu sa¼glad¬¼g¬n¬varsayal¬m O zaman 9K > 0 ve 8x; y 2 [0; 1] için
jf (x)� f (y)j � K jx� yj =)

��px�py�� � K jx� yj dir. n 2 N için x = 1
(n+1)2

, y = 1
n2
koyal¬m.���� 1

n+ 1
� 1

n

���� � K

���� 1

(n+ 1)2
� 1

n2

���� =) 1

n
� 1

n+ 1
� K

�
1

n2
� 1

(n+ 1)2

�
=) 1

n (n+ 1)
� K 2n+ 1

n2 (n+ 1)2
=) 1 � K 2n+ 1

n (n+ 1)

Limit al¬n¬rsa 1 � 0 çeli̧skisi elde edilir.

6.

(a) (4 puan) f (x) fonksiyonu I = [0; 2] de monoton olsun. xn = f
�
1
n

�
olarak tan¬m-

lanan (xn) dizisinin limiti var m¬d¬r? Neden?

Öncelikle 1 > 1
2
> 1

3
> � � � oldu¼guna ve her x 2 I için f (x) 2 I yani 0 � f (x) � 2

oldu¼guna dikkat edelim. f monoton artan ise f (1) > f
�
1
2

�
> � � � � 0 olup

x1 > x2 > � � � � 0 olur. Dolay¬s¬yla (xn) monoton azalan ve alttan s¬n¬rl¬olup
MYT gere¼gi yak¬nsakt¬r. f monoton azalan ise benzer şekilde (xn) monoton artan
ve üstten s¬n¬rl¬olup MYT gere¼gi yak¬nsakt¬r.

(b) (4 puan) g : R! R fonksiyonu g (x) =
�

a x = 0
sin 1

x
x 6= 0 olarak tan¬mlan¬yor. g

fonksiyonu R de sürekli olacak şekilde bir a 2 R var m¬d¬r? Neden? (x ! 0 için
g nin limiti olup, olmad¬¼g¬n¬irdeleyiniz.)

Böyle bir a 2 R nin var olsayd¬ lim
x!0
g (x) = lim

x!0
sin 1

x
limiti var olurdu. Fakat

bu limit yoktur. (xn = 1

( 4n+12 )�
, yn = 1

n�
al¬n¬rsa limxn = lim yn = 0 olup

lim g (xn) = 1 6= 0 = lim g (yn) oldu¼gundan lim
x!0

sin 1
x
limiti yoktur).


