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Aşa¼g¬da verilen önermenin bilindi¼gini varsayarak sorular¬cevaplay¬n¬z. Sorular¬n cevap-
lar¬n¬, her sorunun hemen alt¬nda ayr¬lan yere yaz¬n¬z. Başka yerlere veya ka¼g¬tlara yaz¬lan
cevaplar kesinlikle okunmayacakt¬r. Başar¬lar. Bu s¬nav için de¼gerlendirme 60 üz-
erinden yap¬lacakt¬r.

(i) (fn) ; A � R üzerinde tan¬ml¬, sürekli fonksiyonlar¬n bir dizisi ve f : A! R bir fonksiyon
olsun. E¼ger (fn) dizisi f ye düzgün yak¬ns¬yorsa f de süreklidir.

SORULAR

1. (11 puan) f : [0; 1]! R sürekli, 0 < � < 1 olsun. f(0) = f(1) ise bir c 2 [0; 1] için

f (�c) = f ((1� �) c+ �)

oldu¼gunu gösteriniz.

g (x) = f (�x)� f ((1� �)x+ �) koyal¬m.

g (0) = f (0)� f (�)

g (1) = f (�)� f (1)
= f (�)� f (0)

olur. Bu durumda ya g (0) � 0 � g (1) ya da g (1) � 0 � g (0) d¬r. O halde ara
de¼ger teoreminden bir c 2 [0; 1] için g (c) = 0 d¬r. Yani bir c 2 [0; 1] için f (�c) =
f ((1� �) c+ �) dir.

2. (11 puan) 1 � x ise lnx� x�1
x
� 1

2
(x� 1)2 oldu¼gunu kan¬tlay¬n¬z.

g (x) = 1
2
(x� 1)2 � lnx+ x�1

x
koyal¬m.

g0 (x) = (x� 1)� 1

x
+
1

x2

=
(x� 1)2 (x+ 1)

x2
� 0

Dolay¬s¬yla g (x) monoton artand¬r.

1 � x =) g (1) � g (x)

ve g (1) = 0 oldu¼gundan g (x) � 0 d¬r. Dolay¬s¬yla istenen elde edilmi̧s olur.
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3. (11 puan) a; b; A 2 R , g : [a; b] ! R fonksiyonu [a; b] de iki defa türevlenebilir bir
fonksiyon ve her x 2 I için

g00(x) � 0
olsun. a � r < s < t � b ise

g (s)� g (r)
s� r � g (t)� g (s)

t� s

oldu¼gunu gösteriniz.

ODT den 9c1 2 (r; s) için g0 (c1) = g(s)�g(r)
s�r ve yine ODT den 9c2 2 (s; t) için g0 (c2) =

g(t)�g(s)
t�s dir. Bu durumda c1 � c2 olur.

g00(x) � 0 =) (g0(x))
0 � 0 =) g0(x) monoton artan

olur. O zaman

c1 � c2 =) g0 (c1) � g0 (c2) =)
g (s)� g (r)
s� r � g (t)� g (s)

t� s

olur.

4. (11 puan) g : R! R tek fonksiyon olsun. g , R de her noktada türevlenebilir ise
g0(x) in çift fonksiyon oldu¼gunu gösteriniz.

h (x) = �x olsun. g (h (x)) = g (�x) = �g (x)

=) g0 (h (x))h0 (x) = �g0 (x)
=) g0 (�x) (�1) = �g0 (x)
=) g0 (�x) = g0 (x)

oldu¼gundan g0(x) çift fonksiyondur.
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5. (6 puan) Aşa¼g¬daki Düzgün Yak¬nsakl¬k tan¬m¬ndaki boşluklar¬tamamlay¬n¬z.

fn : A ! R bir fonksiyonlar dizisi ve f : A ! R bir fonksiyon olsun. Verilen her

" > 0 için sadece " ve A ya ba¼gl¬bir :::N::: = N(") ile her x 2 :::A::: için n � :::N:::
oldu¼gunda j:::fn (x) :::::� ::::f (x) :::j < " olacak şekilde bir :::N::: bulunabiliyorsa (fn)
dizisi A da f ye düzgün yak¬nsar denir.

6. x 2 [0; 1] için fn (x) = 1
1+nx

olsun.

(a) (5 puan) x 2 [0; 1] için f (x) = lim fn (x) fonksiyonunu bulunuz (ipucu: x = 0
ve x > 0 durumlar¬n¬ayr¬ayr¬de¼gerlendiriniz).

f (x) = lim fn (x) =

�
1 ; x = 0
0 ; x 2 (0; 1]

(b) (5 puan) (fn) dizisi f ye düzgün yak¬nsar m¬? Neden? (ipucu: (i) yi kullan¬n¬z).

Varsayal¬m ki fn
düzgün! f olsun. (fn) fonksiyonlar dizisi her n 2 N için sürekli

oldu¼gundan (i) den dolay¬f de süreklidir. Bu ise bir çeli̧skidir çünkü f , x = 0
da sürekli de¼gildir. O halde (fn) dizisi f ye düzgün yak¬nsamaz.
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