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Asagida verilen 6nermenin bilindigini varsayarak sorular1 cevaplayimiz. Sorularin cevap-
larini, her sorunun hemen altinda ayrilan yere yaziniz. Bagka yerlere veya kagitlara yazilan
cevaplar kesinlikle okunmayacaktir. Bagarilar. Bu sinav igin degerlendirme 60 iiz-
erinden yapilacaktir.

(1) (fn), A C Riizerinde tanimli, siirekli fonksiyonlarin bir dizisi ve f : A — R bir fonksiyon
olsun. Eger (f,,) dizisi f ye diizgiin yakimsiyorsa f de siireklidir.

SORULAR

1. (11 puan) f:[0,1] — R siirekli, 0 < a < 1 olsun. f(0) = f(1) ise bir ¢ € [0, 1] i¢in
flac)=f((1-a)cta)
oldugunu gosteriniz.
g(z)=f(ax)— f((1 —a)z+ a) koyalim.
9(0)=f(0) = f (o)
9(1) = fla)—f(1)
= fla)=f(0)

olur. Bu durumda ya ¢(0) < 0 < g(1) yada g(1) < 0 < ¢g(0) dir. O halde ara
deger teoreminden bir ¢ € [0,1] i¢in g (¢) = 0 dir. Yani bir ¢ € [0,1] i¢in f (ac) =
f((1—a)c+a) dir.

2. (11 puan) 1 <ziselnz — =L <1 (z— 1)* oldugunu kamtlaymiz.

g(z)=13(z— 1> —Inz + 2=1 koyalim.

J@) = -1+
_ (£—1)2(a:+1)20

Dolayisiyla g () monoton artandir.
1<z=g¢9(1) <g(x)

ve g (1) = 0 oldugundan g (z) > 0 dir. Dolayisiyla istenen elde edilmis olur.



3. (11 puan) a,b,A € R, g: [a,b] — R fonksiyonu [a,b] de iki defa tiirevlenebilir bir
fonksiyon ve her x € [ icin
g"(x) 20

olsun. a <r<s<t<bise

9(s5)=g(r) _g(t) —g(s)
s—r - t—s

oldugunu gosteriniz.

ODT den 3¢y € (r,s) igin ¢ (1) = 96)=90) o vine ODT den Jey € (s,t) icin ¢’ (c2) =

—g(?:g(s) dir. Bu durumda ¢; < ¢5 olur.

J"(z) > 0= (¢'(z)) > 0 = ¢/(x) monoton artan

olur. O zaman

9(s) —9(r) _9(t) —9(s)

<=9 (a) <g (c2) = . _r f_ s

olur.

4. (11 puan) g : R — R tek fonksiyon olsun. ¢ , R de her noktada tiirevlenebilir ise
¢'(z) in ¢ift fonksiyon oldugunu gosteriniz.

h () = —x olsun. g (h(2)) = g (~z) = —g ()

oldugundan ¢'(z) ¢ift fonksiyondur.



5. (6 puan) Agagidaki Diizgiin Yakinsaklk tanimindaki bogluklar1 tamamlayimiz.
fn + A — R bir fonksiyonlar dizisi ve f : A — R bir fonksiyon olsun. Verilen her
e > 0 i¢in sadece € ve A ya bagh bir ...N... = N(¢) ile her z € ...A... igin n > ...N...
oldugunda |...f,, (z)..... — ....f (z) ...| < € olacak sekilde bir ...N... bulunabiliyorsa (f,)
dizisi A da f ye diizgiin yakinsar denir.

6. = € [0,1] igin f, (z) = 71— olsun.

(a) (5 puan) z € [0,1] i¢in f (x) = lim f, () fonksiyonunu bulunuz (ipucu: =z = 0
ve x > 0 durumlarim ayr ayri degerlendiriniz).

F=tmf@ =450

(b) (5 puan) (f,) dizisi f ye diizgiin yakinsar m1? Neden? (ipucu: (i) yi kullanimz).

Varsayalim ki f, dizgin f olsun. (f,) fonksiyonlar dizisi her n € N igin siirekli

oldugundan (i) den dolay1 f de siireklidir. Bu ise bir ¢eligkidir ¢iinkii f , x =0
da siirekli degildir. O halde (f,) dizisi f ye diizgiin yakinsamaz.



