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SORULAR

1. (12 Puan) f : [0;1)! R fonksiyonu (0;1) de türevlenebilir ve [0;1) da
sürekli bir fonksiyon olsun. f(0) = 0 ve f 0 monoton artan bir fonksiyon ise
x 2 (0;1) için g(x) = f(x)

x olarak tan¬mlanan g fonksiyonunun monoton
artan oldu¼gunu gösteriniz.

x 2 (0;1) olsun. f; fonksiyonu [0; x] de sürekli ve (0; x) de türevlenebilir
bir fonksiyon oldu¼gundan ODT den 9c 2 (0; x) için f 0 (c) = f(x)�f(0)

x�0
d¬r. Yani 9c 2 (0; x) için f 0 (c) = f(x)

x dir. c < x ve f 0 monoton artan

oldu¼gundan f(x)
x = f 0 (c) � f 0 (x) dir. O halde xf 0 (x) � f(x) dolay¬s¬yla

xf 0 (x)� f(x) � 0 olur.

g(x) =
f(x)

x
=) g0(x) =

xf 0(x)� f(x)
x2

� 0

oldu¼gundan g fonksiyonu (0;1) da artand¬r.

2. (12 Puan) n � 2 bir pozitif tam say¬olsun. p(x) = 1�4nx+n (n� 1)xn�1+
n (n+ 1)xn polinomunun (0; 1) aral¬¼g¬nda bir kökü oldu¼gunu kan¬tlay¬n¬z.
(Y.G. g (x) = x� 2nx2 + (n� 1)xn + nxn+1 fonksiyonuna Rolle Teoremi
uygulay¬n¬z.)

g (x) = x�2nx2+(n� 1)xn+nxn+1 alal¬m. g; fonksiyonu [0; 1] de sürekli
ve (0; 1) de türevlenebilir bir fonksiyon ve g (0) = 0 = g (1) oldu¼gundan
Rolle teoreminden 9c 2 (0; 1) için g0 (c) = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla p (c) =
g0 (c) = 0 d¬r. O halde c aranan köktür.
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3. (12 Puan) g : (0;1)! R fonksiyonu türevlenebilir ve limx!1 (g (x) + g
0 (x)) =

L 2 R olsun. limx!1 g (x) = L ve limx!1 g
0 (x) = 0 oldu¼gunu gösteriniz.

(Y.G. g (x) = exg(x)
ex dir.)

g (x) = exg(x)
ex dir. f (x) = exg (x) , h (x) = ex alal¬m. O zaman g (x) =

f(x)
h(x) ve

f 0 (x)

h0 (x)
=
exg (x) + exg0 (x)

ex
= g (x) + g0 (x)

dir.

lim
x!1

g (x) = lim
x!1

f (x)

h (x)

= lim
x!1

f 0 (x)

h0 (x)
(L�Hospital)

= lim
x!1

(g (x) + g0 (x)) = L

O halde
lim
x!1

g (x) = L ve lim
x!1

g0 (x) = 0

dir.

4.

(a) (6 Puan) x 2 [0;1) için gn (x) =
x

x+ n
olsun. x 2 [0;1) için

lim gn (x) = 0 dir. Bu yak¬nsakl¬k düzgün müdür?.(Y.G. xn = n
al¬n¬rsa ne olur?)

Hay¬r. xn = n alal¬m.

lim (gn (xn)� g (xn)) = lim

�
n

n+ n
� 0
�

=
1

2
6= 0

oldu¼gundan (gn) dizisi g ye düzgün yak¬nsamaz.

(b) (6 Puan) x 2 [0;1) için gn (x) =
x

1 + nx2
olsun. x 2 [0;1) için

lim gn (x) = 0 dir. Bu yak¬nsakl¬k düzgün müdür?.(Y.G. gn (x) nin
[0;1) daki maksimumu nedir?)

g0n (x) =
1� nx2

(1 + nx2)
2 olup x =

1p
n
2 [0;1) da extremum var. gn (0) =

0 oldu¼gundan gn
�

1p
n

�
= 1

2
p
n
maximumdur. Dolay¬s¬yla her x 2

[0;1) için gn (x) � 1
2
p
n
dir. 8n 2 N ve 8x 2 [0;1) için gn (x) � 0

oldu¼gundan jgn (x)j � 1
2
p
n
dir. jgn (x)� g (x)j = jgn (x)j � 1

2
p
n
ve

lim 1
2
p
n
= 0 oldu¼gundan gn

düzgün! g dir.
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5.

(a) (6 Puan) Sürekli fonksiyonlar için ara de¼ger teoremini ifade ediniz.

f; [a; b] yi içeren bir küme üzerinde sürekli, k 2 R ve f(a) � k � f(b)
(veya f(a) � k � f(b)) olsun. O zaman bir c 2 [a; b] için f(c) = k
d¬r.

(b) (6 Puan) 1 < n 2 N bir tek pozitif tam say¬, ve f : R! R

f(x) = xn + xn�1 + 1

olsun. f nin (�2; 0) da bir kökü oldu¼gunu gösteriniz.

f (0) = 1 > 0 ve

f (�2) = (�2)n + (�2)n�1 + 1
= (�1)n 2n + (�1)n�1 2n�1 + 1
= �2n + 2n�1 + 1
= 2n�1 (�2 + 1) + 1
= �2n�1 + 1 < 0

d¬r.
f (�2) < 0 < f (0)

ve f sürekli olup Ara de¼ger teoreminden 9c 2 (�2; 0) için f (c) = 0
d¬r. O halde c aranan köktür.
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