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Ö¼grenci No :
Ad¬Soyad¬:

1. u; v : (a; b) ! R türevlenebilir iki fonksiyon ve

x 2 (a; b) için u0 (x) v (x)� u (x) v0 (x) 6= 0 (�)

olsun. r; s 2 (a; b), u nun (a; b) de iki kökü ve r < s ise bir c 2 (r; s) için v (c) = 0
oldu¼gunu kan¬tlayan aşa¼g¬daki ispatdaki boşluklar¬doldurunuz.

u (r) = :::::::::: oldu¼gundan (�) dan dolay¬ v (r) 6= :::::::::: olur. Benzer şekilde

v (:::::::::) 6= :::::::::: dir. Her x 2 (r; s) için v (x) 6= 0 oldu¼gunu varsayal¬m. u; v :

(a; b) ! R türevlenebilir oldu¼gundan her iki fonksiyon da J = [::::::::::; ::::::::::] de

.......................... Dolay¬s¬yla x 2 J için

f (x) =
::::::::::

::::::::::

olarak tan¬mlanan f fonksiyonu J de ....................... ve (::::::::::; ::::::::::) de

........................... Ayni zamanda f (::::::::::) = f (::::::::::) = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla..........................

Teoreminden dolay¬bir c 2 (::::::::::; ::::::::::) içinf 0 (::::::::::) = :::::::::: olur. Bu

ise......................... ile çeli̧sir. O halde c 2 (r; s) için v (c) = 0 olur.

2. f : I = (a; b) ! R monoton artan ve f (I) = J olsun. J bir aral¬k ise f nin sa¼gdan
sürekli oldu¼gunu kan¬tlayan aşa¼g¬daki ispatdaki boşluklar¬tamamlay¬n¬z.

c 2 (a; b) olsun. f nin c de sa¼gdan sürekli oldu¼gunu göstermek istiyoruz. " > 0
verilsin.

c � x < c+ � oldu¼gunda jf (::::::::::)� f (::::::::::)j < "
olacak şekilde bir � bulmak istiyoruz. r = c+b

2
ise c < r < b dir.
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1. durum : : f (c) = f (r) olsun. x 2 [c; r) ise f monoton artan oldu¼gundan

f (::::::::::) � f (::::::::::) � f (::::::::::) = f (c)

olup � = ::::::::::� :::::::::: al¬n¬rsa jf (::::::::::)� f (::::::::::)j = 0 < " olur.

2. durum : f (c) < f (r) olsun. M = min
�
f (c) + "

2
; f (r)

�
ise f (c) < M < f (r)

olur. f (I) = J bir aral¬k oldu¼gundan bir t 2 (:::::::::; ::::::::::) için f (::::::::::) =M

olur. f (::::::::::) < M = f (::::::::::) ve f monoton artan oldu¼gundan c < t dir.

Şimdi x 2 [c; t) ise

f (::::::::::) � f (::::::::::) � f (::::::::::) =M � f (::::::::::) + "
2
< f (::::::::::) + "

olup � = ::::::::::� :::::::::: al¬n¬rsa x 2 [c; c+ �) için jf (::::::::::)� f (::::::::::)j < "

olur.

3. a; b; A 2 R , A > 0 olsun.f : I = [a; b] ! R fonksiyonu [a; b] de türevlenebilir bir
fonksiyon olsun. f(a) = 0 ve her x 2 I için

jf 0(x)j � A jf(x)j (�)

ise her x 2 I için f(x) = 0 oldu¼gunu kan¬tlayan aşa¼g¬daki ispatdaki boşluklar¬tamam-
lay¬n¬z.

g (x) = f (x)2 koyal¬m g0(x) = 2f 0 (::::::::::) f (::::::::::) dir. (�) eşsitsizli¼ginin her iki
taraf¬0 � jf(::::::::::)j ile çarp¬l¬rsa

2 jf(::::::::::)j jf 0(::::::::::)j � A jf(::::::::::)j2 = Ag (::::::::::)

elde edilir. Buradan her x 2 I için

g0(::::::::::) = 2f 0 (::::::::::) f (::::::::::) � 2 jf(::::::::::)j jf 0(::::::::::)j � 2Ag (::::::::::) (��)

bulunur. Şimdi h (x) = e�2Axg (x) koyal¬m. Her x 2 I için

h0 (x) = e�2Ax (g0 (::::::::::)� ::::::::::g (::::::::::))
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olur. (��) dolay¬ her x 2 I için h0 (x) :::::::::::::::::::: . O halde h, I monoton

................ Böylece her x 2 I için h (::::::::::) � h (::::::::::) = e�2A::::::::::g (::::::::::) =

:::::::::: bulunur. O halde :::::::::: � f (x)2 = g (x) � :::::::::: veya g (x) = ::::::::::

olur. O halde x 2 I için f (x) = 0 olur.

4. M > 0 bir sabit, g : R! R türevlenebilir ve her x 2 R için jg0 (x)j �M olsun. 0 < k <
1
M
herhangi bir sabit oldu¼guna göre x 2 R için f (x) = x� kg (x) ise f fonksiyonunun

(1� 1) olduµgunu kan¬tlayan aşa¼g¬daki ispatdaki boşluklar¬tamamlay¬n¬z.

a < b ve f (a) = f (b) oldu¼gunu varsayalum. Bu durumda

0 = f (::::::::::)� f (::::::::::) = ::::::::::� ::::::::::� k (g (::::::::::)� g (::::::::::))

olur. Böylece

g (::::::::::)� g (::::::::::)
::::::::::� :::::::::: =

::::::::::

::::::::::

elde edilir. g türevlenebilir oldu¼gundan [::::::::::; ::::::::::] de ......................dir. O

halde ................... .................. Teoreminden dolay¬bir c 2 (::::::::::; ::::::::::) için

g0 (::::::::::) =
::::::::::

::::::::::

bulunur. Böylece

::::::::::

::::::::::
� M veya .:::::::::: � ::::::::::

::::::::::

bulunur.Bu ise verilen hipotez ile çeli̧sir. O halde f fonksiyonu (1� 1) dir.

5. x 2 [0; 1] için
P1

n=1
xn�xn�1

n
serisinin düzgün yak¬nsak oldu¼gunu kan¬tlayan aşa¼g¬daki

ispatdaki boşluklar¬tamamlay¬n¬z.
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Bir serinin düzgün yak¬nsakl¬¼g¬o serinin ................ ...................... ..................nin
yak¬nsakl¬¼g¬ile eşde¼gerdir. O halde x 2 [0; 1] için

gn (x) =

:::::::::::X
:::::::::::=1

xk � xk�1
k

=

:::::::::::X
:::::::::::=1

::::::::::

::::::::::
�

:::::::::::X
:::::::::::=1

::::::::::

::::::::::

=
:::::::::::X
:::::::::::=1

::::::::::

::::::::::
:�

:::::::::::X
:::::::::::=0

::::::::::

::::::::::

=
xn

n
� 1 +

n�1X
:::::::::::=1

::::::::::

::::::::::
(�)

olur. Ayr¬ca x 2 [0; 1] için

��� ::::::::::
::::::::::

��� � ::::::::::

::::::::::

Fakat
P1

n=1
::::::::::
::::::::::

serisi ...........................t¬r. O halde ............ ............... testinden
dolay¬

1X
n=1

::::::::::::::

serisi [0; 1] de ................. .......................... olur. Ayr¬ca hn (x) = xn

n
� 1 de [0; 1]

de
jhn (x) + 1j �

::::::::::

::::::::::

eşitsizli¼gini sa¼glar. O halde

hn (x) !
::::::::::::::::::::::

�1

. ·Iki düzgün yak¬nsak serinin toplam¬da düzgün yak¬nsak olup (gn) dizisi [0; 1]
de düzgün yak¬nsakt¬r.
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