
MT 242 Analiz 4 Sorular 1

1 Süreklilik

1. a < b < c olsun. f : [a, b]→ R ve g : [b, c]→ R iki sürekli fonksiyon ve
f (b) = g (b) olsun. h : [a, c]→ R fonksiyonu

h (x) =

{
f (x) x ∈ [a, b]
g (x) x ∈ [b, c]

ise h fonksiyonunun [a, c] de sürekli olduğunu kanıtlayınız.

2. f : A → R bir sürekli fonksiyon c ∈ A ve f (c) > 0 olsun. Bir δ > 0
için x ∈ A ∩ Vδ (c) (yani |x− c| < δ ve x ∈ A) ise

f (x) >
1

2
f (c) > 0

olduğunu kanıtlayınız. (Yani c nin bir komşuluğunda f > 0 dır.)

3. a < b, f : [a, b] → R sürekli ve her x ∈ [a, b] için f(x) > 0 ise bir
0 < α ∈ R için f(x) ≥ α (∀x ∈ [a, b]) olduğunu kanıtlayınız.

4. f : R→ R bir sürekli fonksiyon ve S = {x ∈ R : f (x) = 0} olsun. Eğer
(an) ⊆ S bir dizi ve lim an = a ∈ R ise a ∈ S olduğunu kanıtlayınız.

5. ∅ 6= D ⊆ A ⊆ R olsun. Eğer D′ = A ise D ye A da yoğundur denir.
(D′ = A ⇐⇒ Her a ∈ A ve her δ > 0 için D ∩ Vδ (a)� {a} 6= ∅
olmasıdır.)

(a) f : A → R sürekli, D kümesi A da yoğun, ve her d ∈ D için
f(d) = 0 ise her x ∈ A için f(x) = 0 (yani f = 0) olduğunu
kanıtlayınız.

(b) f, g : A → R sürekli, D kümesi A da yoğun, ve her d ∈ D için
f(d) = g(d) ise her x ∈ A için f(x) = g(x) (yani f = g) olduğunu
kanıtlayınız.

6. Bir f : R → R fonksiyonu her x, y ∈ R için f (x+ y) = f (x) + f (y)
koşulunu sağlasın. f fonksiyonu x = 0 da sürekli ve a = f (1) ise her
x ∈ R için f (x) = ax olduğunu gösteriniz.

7. Sıfırdan farklı bir f : R → R fonksiyonu her x, y ∈ R için f (x+ y) =
f (x) f (y) koşulunu sağlasın. f fonksiyonu x = 0 da sürekli ve a = f (1)
ise 0 < a ve x ∈ R için f (x) = ax olduğunu gösteriniz.
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8. f : [0, 1]→ R sürekli, 0 < α < 1 olsun. f(0) = f(1) ise

f (αc) = f ((1− α) c+ α)

olacak şekilde bir c ∈ [0, 1] olduğunu kanıtlayınız.

9. 0 < α ∈ R, 1 < n ∈ N bir tek pozitif tam sayı, ve f : R→ R

f(x) = xn + αxn−1 + 1

olsun. f nin (−1− α, 0) da bir kökü olduğunu gösteriniz.

10. a < b, f : [a, b] → R sürekli ve her x ∈ [a, b] için |f (z)| ≤ 1

2
|f (x)|

olacak şekilde bir z ∈ [a, b] bulunabiliyorsa bir c ∈ [a, b] için f (c) = 0
olduğunu gösteriniz.

11. a < b, f : [a, b] → R sürekli ve her x ∈ [a, b] için |f (x)| ≤ 1
2
|f (z)|

olacak şekilde bir z ∈ [a, b] bulunabiliyorsa her x ∈ [a, b] için f (x) = 0
olduğunu gösteriniz.

12. a < b, f : [a, b]→ R sürekli, f (a) < 0 < f (b) olsun. W = {x ∈ [a, b] : f (x) < 0}
ve w = supW ise f (w) = 0 olduğunu gösteriniz.

13. a < b, f : [a, b] → R sürekli ve her x ∈ [a, b] için f(x) rasyonel ise f
nin sabit olduğunu kanıtlayınız.

14. I = [a, b], f : I → R sürekli olsun. M ve m sayıları, sırasıyla f nin
[a, b] deki maksimum ve minimumu ise

M −m = sup {|f (y)− f (x)| : x, y ∈ I}

olduğunu gösteriniz.

15. I = [a, b] ve f : I → R sürekli olsun. Eğer f nin bir iç noktada mak-
simum veya minimum noktası varsa f nin I da (1 − 1) olamayacağını
kanıtlayınız.

16. A = [a, b], f : A → R ve n ∈ N için fn : A → R fonksiyonları verilsin.
Her n ∈ N için fn sürekli ve

x ∈ A⇒ |fn (x)− f (x)| < 1

n

ise f nin sürekli olduğunu kanıtlayınız.

17. I = [a, b], f : I → R ve f her değeri tam iki defa alsın. f nin her
noktada sürekli olamayacağını kanıtlayınız.
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