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L. f(x)= { Q fonksiyonun 0 da tiirevlenebildigini, 1 de tiirevlenemedigini gosterin.

0, z¢Q
— f(0 0
(a) f'(0) = limM = limm, /(@) =" v € Q\{0} oldugu igin Vz # 0
x—0 x—0 z—0 X x O’$¢Q
icin M' < |z| olur. Buradan, Va # 0 igin — |z| < @) < |z| bulunur. lir%—|x| =
T €T T—

liH(l) |z| = 0 oldugu i¢in, Sikigtirma Teoreminden, lirr(l] @ = 0, yani f’(0) = 0 elde

T T—

edilir.
(b) f(1) = lim,_,; L{“) = lim,_,; JC(L_ll dir. z, = 1+ ‘/75 olsun. limz, =1

xr— T —
1 _
ve Vn € N i¢in z, # 1 ve z, € Q* olur. limM — lim—2 = —0 oldugu
T, — 1 V2

fl@) — f(1)
1

i¢in (limit igin dizi kriterinden) lim, bir say1 olamaz. Dolaysiyla, f, 1

de tiirevlenemez. (Bagka bir ¢éztim: f nin 1 de siireksiz oldugu da, dizi kriteri ile
gosterilebilir. Ornegin: x,, = H—‘/?5 olsun. limz,, = 1 amalim f(z,) =1lim0=0# 1 = f(1)
oldugu i¢in f, 1 de siireksizdir. f, 1 de siireksiz oldugu i¢in de, (tiirevlenebilen fonksiy-
onlarin siirekli olmasi teoreminden) f, 1 de tiirevlenemez)

2. Once, ya Yz € I icin f'(x) > 0 ya da Vz € I icin f'(z) < 0 oldugunu gésterecegiz.
Aksini varsayalm. Bu durumda, f'(x;)f'(z2) < 0 o.5. 1,29 € I vardir. Genelligi kay-
betmeksizin, z; < x5 kabul edebiliriz. [z1,29] C I oldugu i¢in, f, [z1,25] araliginda
tiirevlenebilirdir ve f(x1)f'(x3) < 0 olur. Tiirevin Ara Deger Ozelliginden (Darboux Teo-
remi) f'(c) = 0 olacak sekilde bir ¢ € (21, z2) vardir. ¢ € I oldugu igin, bu durum kabuliimiiz
(Vo € I icin f'(x) # 0) ile celigir. Oyleyse, iddiamiz ispatlanmigtar.

Vo € I i¢in f'(x) > 0 ise, O.D.T. nin bir sonucundan, f, I da kesin artan olur.
Vo € I i¢in f'(x) < 0 ise, O.D.T. nin bir sonucundan, f, I da kesin azalan olur.

3. z € (0,00) olsun. f, fonksiyonu [0, z] de stirekli ve (0,2) de tiirevlenebilir bir fonksiyon

oldugundan ODT den, bir ¢ € (0,z) i¢in [ (¢) = %:g(o) olur. Yani (f (0) = 0 oldug undan),

bir ¢ € (0,z) i¢in f'(c) = @ dir. ¢ < z ve f’ artan oldugundan, @ = f'(c) < f'(z) dir.
O halde zf’ (z) > f(z), dolaywsiyla zf’ (z) — f(x) > 0 olur.
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i
DY — ) =

g(r) = >0

oldugundan g fonksiyonu (0, c0) da artandir.

"% olsun.

4. x € [0,00) i¢in g, () = ze~
(a) Vax € [0,400) icin

g(z) = limg, (z)
= lim (xe_’w)

= lim —
ent



gn (x) = ze™*
g, (r) = e ™+ —nre ™
= (I1—nz)e ™
.
x 0 4 + 00
In (1) + -
/ N\

oldugundan Vz € [0,00) i¢in |g, (z) — g (z)| = |gn ()] < g0 (2) = 2e™n = L dir.
A =0, +00) olmak iizere
gn = 9ll4 = llgnll4 = = ve lim = = 0 oldugundan den dolay1 Diizgiin Norm/ Diizgiin

Yakinsaklik iligkisi Teoremmden, n :{ g dir.

" 0
5. (Ben, soruda, f,(z) yerine f(z) yazmisim) Vo € [0, 1] i¢in f(z) = Jirrolo . j: = =130 0
oldugundan, (f,) dizisi A = [0, 3] kiimesinde f(z) = 0 fonksiyonuna noktasal yakmsar.
vz € [0, 3] icin 1f;n < 2" < (1) oldugundan, ||f, — fll, < (3)" dir. lim, 0 (3)" = 0

oldugu i¢in (Sikigtirma Teoreminden) lim ||f, — f||, =0 olur. Diizgiin Norm/ Diizgiin
n—oo

A
Yakinsaklik iligkisi Teoreminden, f, = f olur. Diizgiin Yakinsak ve stirekli fonksiyon
dizilerinde limit ve integralin yer degistirmesi Teoreminden

N

bulunur.
Bu sorudaki limit, daha basit olarak, belirli integralin 6zelliklerini kullanarak da bulunabilir:

Vz € [0, 3] icin 0 < <zt < ( ) oldugundan, 0 < foé % de < 1 (1)n = (%)nJrl olur.

12 Tton 2 \2
lim (%)nJr1 = lim 0 = 0 oldugu i¢in (Sikigtirma Teoreminden) lim dx = 0 elde
n—00 n—00 n—oo J 1+ 2z
edilir.

. Bir a > 0 sayis1 alalim. wu,(z) = % olsun. Vn € N i¢in u,, I = [—a,a] araliginda
tiirevlenebilirdir (u},(z) = <32 dir) ve ||ul,||; = =5 olur. > ° | = serisi (p-serisi Teoreminden)
yakinsak oldugu i¢in Weierstrass M— testinden, S ul(x ) fonksiyon serisi I araliginda

x

diizgiin yakinsaktir. x =0 € [ icin Z n yakmsaktir. Oyleyse diizgiin yakmsakhk tiirev

n=1

z
n

e . sin
iligkisi teoreminden, E
n

n=1

fonksiyon serisi, I araliginda, dizgiin yakimsaktir ve Vo € [

icin

/
(i sin%) Z cos T Z (sm )
n=1 n n=1

olur. Vz € R i¢gin € [—a,a] olacak sekilde en az bir a > 0 sayist var oldugundan, bu

esitlik her gergel say1 i¢gin dogrudur. Bu da, fonksiyon serimizin (tiim R de) terime terime
tiurevlenebilmesi demektir.



