
MT 131 Analiz I Ara S�nav Çözümler

1. i) Gör (f) = {y ∈ R : y =
x2 + 1

x− 3
olacak ³ekilde bir x ∈ Tf vard�r.}

= {y ∈ R : y =
x2 + 1

x− 3
olacak ³ekilde bir x 6= 3 vard�r.}

= {y ∈ R : y(x− 3) = x2 + 1 olacak ³ekilde bir x 6= 3 vard�r.}
(x = 3 için y(x− 3) = x2 + 1 olacak ³ekilde bir y var olmad�§� için)

= {y ∈ R : x2 − yx+ (3y + 1) = 0 olacak ³ekilde bir x vard�r.}
= {y ∈ R : ∆ = (−y)2 − 4(3y + 1) ≥ 0} = {y ∈ R : ∆ = y2 − 12y − 4 ≥ 0}

= {y ∈ R : ∆ = (y − 6)2 ≥ 40} = (−∞, 6−
√

40]
⋃

[6 +
√

40,+∞)

ii) Gör (f) = {y ∈ R : y =
x2 + 2

x− 5
olacak ³ekilde bir x ∈ Tf vard�r.}

= {y ∈ R : y =
x2 + 2

x− 5
olacak ³ekilde bir x 6= 5 vard�r.}

= {y ∈ R : y(x− 5) = x2 + 2 olacak ³ekilde bir x 6= 5 vard�r.}
(x = 5 için y(x− 5) = x2 + 2 olacak ³ekilde bir y var olmad�§� için)

= {y ∈ R : x2 − yx+ (5y + 2) = 0 olacak ³ekilde bir x vard�r.}
= {y ∈ R : ∆ = (−y)2 − 4(5y + 2) ≥ 0} = {y ∈ R : ∆ = y2 − 20y − 8 ≥ 0}

= {y ∈ R : ∆ = (y − 10)2 ≥ 108} = (−∞, 10−
√

108]
⋃

[10 +
√

108,+∞)

ii) Gör (f) = {y ∈ R : y =
x2 + 3

x− 6
olacak ³ekilde bir x ∈ Tf vard�r.}

= {y ∈ R : y =
x2 + 3

x− 6
olacak ³ekilde bir x 6= 6 vard�r.}

= {y ∈ R : y(x− 6) = x2 + 3 olacak ³ekilde bir x 6= 6 vard�r.}
(x = 6 için y(x− 6) = x2 + 3 olacak ³ekilde bir y var olmad�§� için)

= {y ∈ R : x2 − yx+ (6y + 3) = 0 olacak ³ekilde bir x vard�r.}
= {y ∈ R : ∆ = (−y)2 − 4(6y + 3) ≥ 0} = {y ∈ R : ∆ = y2 − 24y − 12 ≥ 0}

= {y ∈ R : ∆ = (y − 12)2 ≥ 156} = (−∞, 12−
√

156]
⋃

[12 +
√

156,+∞)
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2. i) lim
x→1

3
√
x+ 7− 2√
x+ 3− 2

Bu limitte 0
0
belirsizli§i var.

3
√
x+ 7− 2√
x+ 3− 2

=
( 3
√
x+ 7− 2)( 3

√
(x+ 7)2 + 2 3

√
x+ 7 + 4)(

√
x+ 3 + 2)

(
√
x+ 3− 2)( 3

√
(x+ 7)2 + 2 3

√
x+ 7 + 4)(

√
x+ 3 + 2)

=
(x+ 7− 8)(

√
x+ 3 + 2)

( 3
√

(x+ 7)2 + 2 3
√
x+ 7 + 4)(x+ 3− 4)

=
(x− 1)(

√
x+ 3 + 2)

( 3
√

(x+ 7)2 + 2 3
√
x+ 7 + 4)(x− 1)

=

√
x+ 3 + 2

3
√

(x+ 7)2 + 2 3
√
x+ 7 + 4

(x 6= 1 için )

Limitin Temel özelli§inden:

lim
x→1

3
√
x+ 7− 2√
x+ 3− 2

= lim
x→1

√
x+ 3 + 2

3
√

(x+ 7)2 + 2 3
√
x+ 7 + 4

=
2 + 2

4 + 4 + 4
=

1

3
(Limit teoremlerinden)

ii) lim
x→2

3
√
x+ 6− 2√
x+ 2− 2

Bu limitte 0
0
belirsizli§i var.

3
√
x+ 6− 2√
x+ 2− 2

=
( 3
√
x+ 6− 2)( 3

√
(x+ 6)2 + 2 3

√
x+ 6 + 4)(

√
x+ 2 + 2)

(
√
x+ 2− 2)( 3

√
(x+ 6)2 + 2 3

√
x+ 6 + 4)(

√
x+ 2 + 2)

=
(x+ 6− 8)(

√
x+ 2 + 2)

( 3
√

(x+ 6)2 + 2 3
√
x+ 6 + 4)(x+ 2− 4)

=
(x− 2)(

√
x+ 2 + 2)

( 3
√

(x+ 6)2 + 2 3
√
x+ 6 + 4)(x− 2)

=

√
x+ 2 + 2

3
√

(x+ 6)2 + 2 3
√
x+ 6 + 4

(x 6= 2 için )

Limitin Temel özelli§inden:

lim
x→2

3
√
x+ 6− 2√
x+ 2− 2

= lim
x→2

√
x+ 2 + 2

3
√

(x+ 6)2 + 2 3
√
x+ 6 + 4

=
2 + 2

4 + 4 + 4
=

1

3
(Limit teoremlerinden)

iii) lim
x→3

3
√
x+ 5− 2√
x+ 1− 2

Bu limitte 0
0
belirsizli§i var.

3
√
x+ 5− 2√
x+ 1− 2

=
( 3
√
x+ 5− 2)( 3

√
(x+ 5)2 + 2 3

√
x+ 5 + 4)(

√
x+ 1 + 2)

(
√
x+ 1− 2)( 3

√
(x+ 5)2 + 2 3

√
x+ 5 + 4)(

√
x+ 1 + 2)

=
(x+ 5− 8)(

√
x+ 1 + 2)

( 3
√

(x+ 5)2 + 2 3
√
x+ 5 + 4)(x+ 1− 4)

=
(x− 3)(

√
x+ 1 + 2)

( 3
√

(x+ 5)2 + 2 3
√
x+ 5 + 4)(x− 3)

=

√
x+ 1 + 2

3
√

(x+ 5)2 + 2 3
√
x+ 5 + 4

(x 6= 3 için )

Limitin Temel özelli§inden:

lim
x→3

3
√
x+ 5− 2√
x+ 1− 2

= lim
x→3

√
x+ 1 + 2

3
√

(x+ 5)2 + 2 3
√
x+ 5 + 4

=
2 + 2

4 + 4 + 4
=

1

3
(Limit teoremlerinden)
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3. i) lim
x→+∞

(
√

4x2 + x− 2x) Bu limitte ∞−∞ belirsizli§i var.

√
4x2 + x− 2x =

(
√

4x2 + x− 2x)(
√

4x2 + x+ 2x)√
4x2 + x+ 2x

=
(4x2 + x)− 4x2√

4x2 + x+ 2x
=

x√
4x2 + x+ 2x

=
x

|x|
√

4 + 1
x

+ 2x

∗
=

x

x
√

4 + 1
x

+ 2x

∗
=

1√
4 + 1

x
+ 2

(∗ : x→ +∞ oldu§u için x > 0 kabul edebiliriz. )

Tek tara�� limitlerin temel özelli§inden:

lim
x→+∞

(
√

4x2 + x− 2x) = lim
x→+∞

1√
4 + 1

x
+ 2

=
1

2 + 2
=

1

4
(Limit teoremlerinden)

ii) lim
x→+∞

(
√

9x2 + 2x− 3x) Bu limitte ∞−∞ belirsizli§i var.

√
9x2 + 2x− 3x =

(
√

9x2 + 2x− 3x)(
√

9x2 + 2x+ 3x)√
9x2 + 2x+ 3x

=
(9x2 + 2x)− 9x2√

9x2 + 2x+ 3x
=

2x√
9x2 + 2x+ 3x

=
x

|x|
√

9 + 2
x

+ 3x

∗
=

2x

x
√

9 + 2
x

+ 3x

∗
=

2√
9 + 2

x
+ 3

(∗ : x→ +∞ oldu§u için x > 0 kabul edebiliriz. )

Tek tara�� limitlerin temel özelli§inden:

lim
x→+∞

(
√

9x2 + 2x− 3x) = lim
x→+∞

2√
9 + 2

x
+ 3

=
2

3 + 3
=

1

3
(Limit teoremlerinden)

iii) lim
x→+∞

(
√

16x2 + 5x− 4x) Bu limitte ∞−∞ belirsizli§i var.

√
16x2 + 5x− 4x =

(
√

16x2 + 5x− 4x)(
√

16x2 + 5x+ 4x)√
16x2 + 5x+ 4x

=
(16x2 + 5x)− 16x2√

16x2 + 5x+ 4x

=
5x√

16x2 + 5x+ 4x
=

5x

|x|
√

16 + 5
x

+ 4x

∗
=

5x

x
√

16 + 5
x

+ 4x

∗
=

5√
16 + 5

x
+ 4

(∗ : x→ +∞ oldu§u için x > 0 kabul edebiliriz. )

Tek tara�� limitlerin temel özelli§inden:

lim
x→+∞

(
√

16x2 + 5x− 4x) = lim
x→+∞

5√
16 + 5

x
+ 4

=
5

4 + 4
=

5

8
(Limit teoremlerinden)
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4. i) lim
x→0

tan(πx)

sin(5x)
Bu limitte 0

0
belirsizli§i var.

tan(πx)

sin(5x)
=

sin(πx)

πx

5x

sin(5x)

π

5 cos(πx)

dir. t = πx için lim
x→0

t = lim
x→0

πx = 0 ve x 6= 0 için t = πx 6= 0 ve lim
t→0

sin t
t

= 1 oldu§undan,

Limitler için De§i³ken De§i³tirme Teoreminden, lim
x→0

sin(πx)

πx
= 1 olur.

Ayr�ca, lim
x→0

cos t = 1 oldu§undan, ayn� teoremden, lim
x→0

cos(πx) = 1 olur.

t = 5x için lim
x→0

t = lim
x→0

5x = 0 ve x 6= 0 için t = 5x 6= 0 ve lim
t→0

sin t
t

= 1 oldu§undan,

Limitler için de§i³ken De§i³tirme Teoreminden, lim
x→0

sin(5x)

5x
= 1 olur. Limit Teore-

minden, lim
x→0

5x

sin(5x)
= lim

x→0

1
sin(5x)

5x

= 1
1

= 1 olur. Limit Teoreminden ve Sabitin Limiti

Teoreminden,

lim
x→0

tan(πx)

sin(5x)
= lim

x→0

sin(πx)

πx

5x

sin(5x)

π

5 cos(πx)
= 1 · 1 · π

5 · 1
=
π

5
bulunur.

ii) lim
x→0

sin(πx)

tan(3x)
Bu limitte 0

0
belirsizli§i var.

sin(πx)

tan(3x)
=

sin(πx)

πx

3x

sin(3x)

π cos(3x)

3

dir. t = πx için lim
x→0

t = lim
x→0

πx = 0 ve x 6= 0 için t = πx 6= 0 ve lim
t→0

sin t
t

= 1 oldu§undan,

Limitler için De§i³ken De§i³tirme Teoreminden, lim
x→0

sin(πx)

πx
= 1 olur.

t = 3x için lim
x→0

t = lim
x→0

3x = 0 ve x 6= 0 için t = 3x 6= 0 ve lim
t→0

sin t
t

= 1 oldu§undan,

Limitler için de§i³ken De§i³tirme Teoreminden, lim
x→0

sin(3x)

3x
= 1 olur.

Ayr�ca, lim
x→0

cos t = 1 oldu§undan, ayn� teoremden, lim
x→0

cos(3x) = 1 olur. Limit Teore-

minden, lim
x→0

3x

sin(3x)
= lim

x→0

1
sin(3x)

3x

= 1
1

= 1 olur. Limit Teoreminden ve Sabitin Limiti

Teoreminden,

lim
x→0

sin(πx)

tan(3x)
= lim

x→0

sin(πx)

πx

3x

sin(3x)

π cos(3x)

3
= 1 · 1 · π · 1

3
=
π

3
bulunur.
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5. i) f(x) = sin x+ cosx− x2, λ = −1 olsun.
f(0) = 1 > λ, f(2) = sin 2 + cos 2− 4 ≤ 2− 4 = −2 < −1 dir ve f, [0, 2] aral�§�nda
süreklidir (çünki [0, 2] ⊂ Tf = R ve f , teoremlerden, sürekli fonksiyondur).
Ara De§er Teoreminden, f(c) = λ = −1 olacak ³ekilde en az bir c ∈ [0, 2] say�s� vard�r.
Bu say� için (f nin tan�m� ve λ n�n seçiminden) sin c+ cos c = c2 − 1 olur.

ii) f(x) = sin x− cosx− x2, λ = −2 olsun.
f(0) = −1 > λ, f(2) = sin 3− cos 3− 9 ≤ 2− 9 = −7 < −2 dir ve f, [0, 3] aral�§�nda
süreklidir (çünki [0, 3] ⊂ Tf = R ve f , teoremlerden, sürekli fonksiyondur).
Ara De§er Teoreminden, f(c) = λ = −2 olacak ³ekilde en az bir c ∈ [0, 3] say�s� vard�r.
Bu say� için (f nin tan�m� ve λ n�n seçiminden) sin c− cos c = c2 − 2 olur.
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6. i) f(x) =
b2 cosxc

sinx
a) a = 0 alal�m. 0 < x < π

3
için 1 < 2 cosx < 2 ve bu nedenle, b2 cosxc = 1 olur.

Sa§dan limitlerin temel özelli§inden,

lim
x→0+

b2 cosxc
sinx

= lim
x→0+

1

sinx
olur.

lim
x→0+

sinx

1
= 0 ve (0, π

2
) aral�§�nda 1

sinx
> 0 oldu§u için, lim

x→π
3
−

b2 cosxc
sinx

= +∞ olup,

f, 0 da sonsuz tip süreksizli§e sahiptir.

b) a = π
3
alal�m. π

3
< x < π

2
için 0 < 2 cosx < 1 ve bu nedenle b2 cosxc = 0 olur.

Sa§dan limitlerin temel özelli§inden,

lim
x→π

3
+

b2 cosxc
sinx

= lim
x→π

3
+

0

sinx
= 0 olur.

0 < x < π
3
için 1 < 2 cosx < 2 ve bu nedenle, b2 cosxc = 1 olur. Soldan limitlerin

temel özelli§inden,

lim
x→π

3
−

b2 cosxc
sinx

= lim
x→π

3
−

1

sinx
=

1

sin π
3

=
2√
3
olur.

0, 2√
3
∈ R ve 2√

3
6= 0 oldu§u için, f, π

3
de s�çrama tipi süreksizli§e sahiptir.

ii) f(x) =
b2 sinxc

cosx
a) a = 0 alal�m. 0 < x < π

6
için 0 < 2 sinx < 1 ve bu nedenle b2 sinxc = 0 olur.

Sa§dan limitlerin temel özelli§inden,

lim
x→0+

b2 sinxc
cosx

= lim
x→0+

0 = 0 olur.

−π
6
< x < 0 için −1 < 2 sinx < 0 ve bu nedenle b2 sinxc = −1 olur. Soldan

limitlerin temel özelli§inden,

lim
x→0−

b2 sinxc
cosx

= lim
x→0−

−1

cosx
=
−1

1
= −1 olur.

0,−1 ∈ R ve −1 6= 0 oldu§u için, f, 0 de s�çrama tipi süreksizli§e sahiptir.

b) a = π
2
alal�m. π

6
< x < π

2
için 1 < 2 sinx < 2 ve bu nedenle b2 sinxc = 1 olur.

Soldan limitlerin temel özelli§inden,

lim
x→π

2
−

b2 sinxc
cosx

= lim
x→π

2
−

1

cosx
olur.

lim
x→π

2
−

cosx

1
= 0 ve (0, π

2
) aral�§�nda 1

cosx
> 0 oldu§u için, lim

x→π
2
−

b2 sinxc
cosx

= +∞

olup, f, π
2
de sonsuz tip süreksizli§e sahiptir.
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